
 
线 性 代 数 

 
 

卢世荣 
lshrlshr@163.com 

 

作者所涂鸦的这本教材，希望能在便于阅读者学习《线性代数》这门课程上有所建

树。作者认为，本教材重在课程思路的创建，希望线性代数某些内容的讲解方式使得阅

读者能更好地掌握所要研究的问题，从而在学习这部分内容上具有清晰的思路；在合适

的地方引入研究型学习方式，便于阅读者学习。作者认为本教材比较有特色的地方有如

下几点： 

1. 首先详细介绍了线性方程组及其高斯消元法，从而为通过讨论2,3元线性方程组的

求解引入相应阶的行列式打下了基础，并可很自然地引入对行列式性质的讨论，另

外也为矩阵的初等行变换、行阶梯形矩阵、行最简形矩阵打下了基础。 

2. 通过对“线性表示的最简性“这一问题的讨论，我们可以很自然地引入向量组线性

相关性的所有内容，且思路清晰，便于阅读者掌握线性代数中的这一难点；欧氏空

间的相关内容则可通过”线性表示的有效性“来展开讨论，阅读者能够把以前的知

识和这部分内容连接起来。 

3. 改进了齐次线性方程组解空间维数定理的证明方法，在将齐次线性方程组的系数矩

阵化为最简行标准形后，利用该方法可以直接给出该方程组的基础解系、通解。 

4. 改变了部分概念、方法的叙述方法，将这些概念、方法与高中的概念、方法进行比

较，便于阅读者理解。 

 

本教材的不足之处是明显的，首先是实际背景、与实际工程联系的例子很少，这就在提

高大学新生的学习积极性上有不足；其次，在引入有些概念时铺垫不够，因此这些概念的引

入不够自然；最后，学无止境，没有最好，只有更好，本教材在各个方面均具有很大的改进

余地，对此作者深有自知之明。基于以上认识，故请各位阅读者不吝指教，多提宝贵意见建

议，作者在此预先致谢！ 
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引论 

有关线性方程组的内容，我们可通过下图来组织起来： 

 

上图的说明：  

1. 线性方程、线性方程组及其解；如何求解线性方程组——高斯消元法；我们能够通过计

算判断线性方程组是否有解、解的情况（有唯一解、有无穷多解） 

2. 在线性方程组中，我们通常用某个符号来代表未知数，而究竟用那个符号表示该未知数，

却是可自由选择的，因此每个线性方程中，给出了关键信息的是各个未知数前面的系数、

等号右边的常数，基于这种观察，就可给出线性方程、线性方程组的矩阵表示，这就是

线性方程组的系数矩阵、增广矩阵；联系到高斯消元法，我们可得到行阶梯形矩阵、简

化行阶梯形矩阵； 

3. 既然可用增广矩阵来描述线性方程组，那么如果用增广矩阵来描述高斯消元法的过程，

我们就可得到矩阵的初等行变换；结合前一点，可知我们可用初等行变换求解线性方程

组； 

4. 高斯消元法可求解一般的线性方程组，那么我们是否能够据此给出线性方程组的公式

解？对于未知数个数与线性方程的个数相等的线性方程组，在一定情况下我们可以做到

这一点，而这就导致了行列式的引入； 

5. 从 1 可知，我们知道如何判断线性方程组的解的情况。但这是通过将线性方程组的增广

矩阵化为行阶梯形后得到的，能否直接通过线性方程组的增广矩阵的某个度量来作出判

断？这可通过引入矩阵秩的概念来作到； 

6. 线性方程组可能有无穷多解，解的表达式不唯一，那么解的多种表达方式之间有何关

系？按道理来讲，无论哪种表达式应该都能表示该线性方程组的所有解，因此我们需要

讨论解的多种表达式之间的关系，这可通过线性相关性来讨论。 

 

现在对以上的说明可能不太了解，但没有关系，在学习过程中会逐渐掌握。 
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第一章  线性方程组 

 线性方程组在科学、工程中应用非常广泛，线性代数中许多概念都可以在对线性方程组

的开展研究的过程中导出，因此我们先讨论线性方程组的基本内容。在学习完本章后，读者

应该掌握如下内容： 

（1） 线性方程组、解的概念； 

（2） 如何表示一般的线性方程组？ 

（3） 高斯消元法的原理； 

（4） 应用高斯消元法与高斯－约当法求解线性方程组； 

（5） 如何判断线性方程组是否有解？ 

 

§1.1  线性方程组的表示、线性方程组的解 

定义 1.1  线性方程 

含有 n 个未知数 1 2, , , nx x  x 的线性方程是具有如下形式的等式 

 1 1 2 2 n na x a x a x b     (1.1) 

 其中 为已知的常数，1 2, , , ,na a a b  1, ,ia i n  是未知数前 ix 的系数，而 是等式

右边的常数。 

b

 

例 1.1 线性方程 

 2x 2  (1.2) 

 1 2 33 2 5x x x 8    (1.3) 

都是线性方程的例子。 

 

定义 1.2  线性方程的解 

未知数 1 2, , , nx x  x

2

的一组值 

 

1 1

2

    

n n

x s

x s

x s


 


 


 (1.4) 

（ 为一组数）称为线性方程的1 2, , , ns s s (1.1)（一组）解，如果 

    1 1 2 2 n na s a s a s b   

成立。也可把(1.4)写为 1 1 2 2 , ,, n nx s x s x s   的形式。 
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 例如， 1x  为(1.2)的解；

1

2

3

1

1

1

x

x

x


 
 

为(1.3)的一组解。 

 

定义 1.3  线性方程组 

多个含有相同未知数的线性方程构成一个线性方程组。 

 

例 1.2 线性方程组的例子 

 
1 2

1 2

2 3

2 3

x x

x x

 
  

 (1.5) 

 
1 2 3

2 3

2 3   2  

        2    2

x x x

x x

5   
   

 (1.6) 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3    5

 2    2

    4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

 (1.7) 

 

1 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3

          3 2

 3          1

2   7 2

4 2 14     6

x x x

x x x

x x x x

x x x

5

  
   



   

   

 (1.8) 

 说明：加上大括号，表示这些线性方程是一个整体，即这些方程构成一个方程组。 

 

线性方程组的一般形式。 

由 个含有 个未知数m n 1 2, , , nx x  x

i

m

的线性方程所构成的线性方程组可表示为 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

  

  

                                          

  

                                         

n n

n n

i i in n

m m mn n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    

   





   










 (1.9) 

 

       （1.9） 

其中各个符号的意义为： 

ija ：第 i 个线性方程中第 j 个未知数（ jx ）前的系数； 

1 2, , ,i   m 为方程序号； 

第 i 个方程 
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 为未知数的序号； 1 2, , ,j   n

 ：第 i 个线性方程中等号右边的常数； ib

 称 为方程组的系数，而称 1, 2, , ; 1, 2, ,ija i m j n    1, 2, ,ib i m  为常数项。 

  

例如，对于线性方程组(1.6)，若表示为(1.9)的形式 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

  

  

a x a x a x b

a x a x a x b

  


  
 

则有 

方程个数       2m 
未知数个数     3n 

11 12 13 1

21 22 23 2

2     3    0      5

0     2      1    2

a a a b

a a a b

    

    

, , ,

, , ,




 

 

定义 1.4  线性方程组的解 

未知数 1 2, , , nx x  x

2

的一组值 

 

1 1

2

    

n n

x s

x s

x s


 


 


 (1.10) 

称为线性方程组（1.9）的解，如果（1.10）为线性方程组（1.9）中每个线性方程的解。 

 

例如， 为
1 1x 



6x   6x

2 1x 
(1.5)的解， ，

1

2

3

3

8

x

x

 
 

1

2

3

3

8

x

x

 
 
 

，

 1

2

3

1
9

2

2 2

x c

x c

x c

   



  


，

1

2

3

4
4

1
2

c
x

c
x

x c

   

   





 

（ 为任意常数）都是c (1.6)的解，

1

2

3

16

11

4 

x

x

x


 
  

为(1.7)的解。 

 

 在线性方程组(1.9)中，若 ，则称之为齐次线性方程组，否则称之

为非齐次线性方程组。显然，若

1 2 0mb b b   

(1.9)为齐次线性方程组，则 1 20 0, , , nx x x 0    必为它
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的解，我们称之为齐次线性方程组(1.9)的零解（平凡解），齐次线性方程组的其它的解称为

非零解（非平凡解）。也就是说，齐次线性方程组总是有解的，零解就是它的一个解。 

 若(1.9)为非齐次线性方程组，则令 1 2 0mb b b    所得到的齐次线性方程组称为

与之对应的齐次线性方程组，简称为对应的齐次线性方程组，或称为该非齐次线性方程组的

导出（齐次线性方程）组。例如，与 

   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3    5

  2    2

     4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

对应的齐次线性方程组为 

   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3    

  2    

     4 0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

0

0

 

 对线性方程组而言，我们现在要研究的基本问题是：该线性方程组是否有解？如果该方

程组有解，又该如何求解？ 

 

 若线性方程组有解，该方程组也称为是相容的，否则称之为不相容的。 

 

§1.2  线性方程组的求解——消元法 

 我们可以从简单的情形开始，以自然的方式引入求解线性方程组的解的表示方法与求解

线性方程组的消元法，这种方式有助于读者理解高斯消元法、掌握解的表示方法。 

 

2.1 一个方程的情形 

2.1.1 一个方程、一个未知数 

 现在考虑线性方程 ax 的求解。显然有 b

 （1）当 时，线性方程0a  ax b 有唯一解
b

x
a

 ； 

 （2）当 时 0a 
若 ，线性方程即为  0b  0x b 0   ，无论 x 取何值，方程都不可能成立，故

此时方程无解； 

若 ，线性方程即为  0b  0x 0 ，这显然是恒成立的，因此任何数都是该方程

的解； 

 

2.1.2 一个方程、两个未知数 

先以一个例子说明这种情况的处理方法。例如方程 

  1 22 3 x x

如果我们建立平面直角坐标系O ，则由解析几何的基本知识可知，该方程表示平面1 2x x
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图 1-1 

线，该直线上的所有点的坐标上的一条直  1 2,x x 都满足该方程，因而可知该方程有解，且

解不唯一，直线上的所有点的坐标都是该方程的解。 

是如果我们能确定两个未知数在这种情况下，虽然不能唯一确定该方程的解，但 1 2,x x

中某一个的值，譬如 1x c （c为任意常数），则有 2

3

2

c
x


 ，此时可把该方程的解一般表

示为 

  
1

2

3

2

x c

c
x



 



   c为任意常数 

由于 为任意常数，我们通常也直接将此线性方程的解表示为 

  

c

1 1

1
2

3

2

x x

x
x


 


   




1x 为任意常数 

（注：在线性方程组解的这种表示方式下，出现在等号左边的符号为未知数，而凡是在等号

右边出现的未知数都认为是已知的，它可任意取值，每取一个具体的值，就给出了方程的一

个解。因此，上式中同一符号 1x 有不同的意义。例如，令 1 1x  ，则得到一个解 

  

） 

当然，我们也能先确定

1

2

1

1

x

x





 

2x 的值，则有 1 23 2 x x ，此时该线性方程的解又可表示为 

 

有两个未知数的线性方程 解的一般情况：   

（1）

含 1 1 2 2a x a x b 

1 2 0a a  （即 至少有一个不为 0），不妨设1 2,a a 1 0a  ，那么我们可先将 2x 取任
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意值，得到 

  2 2
1

1

b a x
x

a


  

因此该线性方程的解可表示为 

  
2 2

1
1

2 2

b a x
x

a

x x

 

 

 

（2） 1 2 0a a  ，即 ，那么 1 2 0a a 

（2.1） 若 ，方程此时为 0b  1 20 0x x 0  ，显然 1 2,x x 取任意值都是该方程的解； 

（2.2）若 ，方程此时为 0b  1 20 0x x b 0   ，显然线性方程此时无解。 

2.1.3 一个方程、多个未知数的情况 

考虑线性方程(1.1) 

  1 1 2 2 n na x a x a x b     

求解该方程可分为如下三种情况： 

（1） 1 2 0na a a    （即 至少有一个不为 0），不妨设 ，那

么我们可先选定未知数

1 2, , , na a a

1, , ,i i n

0ia 

1 1, ,x x x x   的值，可计算得 ix 的值 

    1 1 1 1 1 1

1
i i i i i

i
n nx b a x a x a x a x

a             

因此，该线性方程的解可表示为 

   

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

   

       

1
 

      

  

i i

i i i i i
i

i i

n n

x x

x x

n nx b a x a x a x a x
a

x x

x x

 

   

 

 


 

       

 


 



 



 (1.11) 

（2） ， ，则1 2 0na a a    0b  1 2, , , nx x  x 任意值都是该方程的解； 

（3） ， ，此时方程无解。 1 2 0na a a    0b 

 

为了给出一般的含有多个方程、多个未知数的线性方程组的求解方法，我们先考虑特殊
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形式的线性方程组的求解，然后再过渡到一般情形线性方程组的求解。 

 

2.2 含多个方程、多个未知数的特殊形式线性方程组的求解 

我们先考虑如下几种特殊情况： 

  (1.12) 

1

2

3

2            32

            11

          3 12 

x

x

x


 
  

 

1 2 3

2 3

3

2    

        3 1 

               2 8 

x x x

x x

x

2   
   
  

 (1.13) 

 
1 3

2 3

        4

        1

x x

x x

  
   

 (1.14) 

 
1 3 4 5

2 3 4 5

         5 16

      2 2 6 23

x x x x

x x x x

    
    

 (1.15) 

 

1 2 3 4 5

2 3 4 5

3 4 5

+3 6   5 11

      2 3 7 23

              3 2 9

x x x x x

x x x x

x x x

   
    
   

 (1.16) 

 

1 2 3 4 5

3 4 5

4 5

+3 6   5 11

               3 7 23

                      2   9

x x x x x

x x x

x x

   
   
  

 (1.17) 

通过简单观察，这几种类型的线性方程组容易求解。 

 (1.12)最容易求解，由于每个方程只含有一个未知数，且每个未知数的系数都不为 0，

因此只需在每个方程两边都除以未知数前的系数，就可得到方程组的解 

   

1

2

3

16

11

4 


 
  

x

x

x

 对于线性方程组(1.13)，我们观察到这三个方程中，注意到第三个方程中只含有一个未

知数 3x ，因此可通过第三个方程求解出 3x 的值；由于此时 3x 已经由第三个方程解出，因此

这时第二个方程实际上只含有一个未知数 2x ，因此可通过第二个方程求解出 2x ；类似地，

由于 2 , 3x x 已知，因此第一个方程实际上只含有一个未知数 1x ，因此就能由第一个方程求解

出 1x 。我们用式子描述这个过程： 

首先，由第三个方程 ，得到32x  8 3 4 x   ； 
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由第二个方程  ； 2 33 1x x   2 31 3 1 3 4 11( )x x         

由第一个方程  ，因此 1 2 32    x x x   2

     1 2 32 2 + 2 2 11 4 16( )x x x         

因此我们就得到线性方程组(1.13)的解 

  

1

2

3

16

11

 4 


 
  

x

x

x

对于线性方程组(1.14)，显然，如果我们将 3x 视为已知量（即 3x 可以取任意值），则(1.14)

显然就化为(1.13)的情形，再联系到线性方程(1.1)有多个未知数的情况，我们可以如下处理

该问题：把 3x 视作已知量，将这两个方程中的未知数 3x 移到等号右边，得到 

 
1 3

2 3

         4

         1

x x

x x

  
   

 

因此我们能把该线性方程组的解表示为 

  

1 3

2

3 3

4

1 3

x x

x x

x x

  
   
 

  可取任意常数 3x

 对于线性方程组（1.15），实际上类似于（1.14），我们可以把未知数 3 4 5, ,x x x “视作”

已知量并移到等式右边，得到 

  
1 3 4

2 3 4

        16 +  5

        23 2 2 6
5

5

x x x x

x x x x

   
    

 

因此，对于 3 4 5, ,x x x 的任意值，都给出了该线性方程组的一组解  

  

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

5 5

16 +  5

23 2 2 6
5

5

x x x x

x x x x

x x

x x

x x

   
     
 
 

 

对于线性方程组(1.16)，联系到前面几种情况的处理，我们可以首先把各个方程中的未

知数 4 5,x x 移到等号右边，得到 
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1 2 3 4

2 3 4 5

3 4

+3 6 11   5

      2 23 3 7

              3 9 2

5

5

x x x x x

x x x x

x x x

   
    
   

 

这时我们把 4 5,x x 当作已知量，上述方程组具有与（1.13）相同的形式，因此就可以用

相同的方法求解，先从第三个方程求出 3x ， 

3 4

2 1
3

3 3 5x x x    

然后从第二个方程求解出 2x ， 

  

 2 4 5 3

4 5 4 5

4 5

4 5

1
23 3 7

2

1 2
23 3 7 3

2 3

1 7 20
20

2 3 3

7 10
10

6 3

x x x x

1

3
x x x x

x x

x x

   

         
  

    
 

  

 

最后从第一个方程求解出 1x   

  

1 4 5 2 3

4 5 4 5 4 5

4 5

11   5 3 6

7 10 2 1
11   5 3 10 6 3

6 3 3 3

22 41
27

3 3

x x x x x

x x x x x

x x

    

            
  

   

x




 

因此，该线性方程组的解可表示为 

  

1 4

2 4

3 4 5

4 4

5 5

22 41
27

3 3
7 10

10
6 3

2 1
3

3 3

5

5

x x x

x x x

x x x

x x

x x

    

   
   



 



 

对于线性方程组(1.17)，其求解方式与(1.15)类似，我们只需要将未知数 2 5,x x 移到等号

右边，得到 
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1 3 4 2

3 4 5

4 5

6  11 3 5

         3 23 7

               2 9  

5x x x x x

x x x

x x

    
   
  

 

这也是方程组(1.13)的形式，因此其解法就与前面的例子相同。 

根据上面的分析、介绍，我们得知上述这些线性方程组的解法是相同的： 

（1） 如果必要，把某些未知数当作已知，并把所有方程中的这些未知数移到等号右

边；这样，使得最后一个方程只含有一个未知数、倒数第二个方程只含有两个

未知数，…； 

（2） 从最后一个方程开始求解，逐步把所求解到的未知数的值代入到前一个方程中，

使得该方程实际上只含有一个未知数，从而进行求解； 

但是，我们应该意识到：并不是所有的线性方程组都可直接用上述方法求解。那么能用

上述方法求解的线性方程组必须具有什么特点呢？ 

线性方程组(1.13)~(1.17)有一个共同点：线性方程组中各方程所含未知数的个数越来越少！我

们称这种类型的线性方程组为阶梯形（线性）方程组。我们把以上求解阶梯形线性方程组的

上述方法称作“回代法”，因为它是将已经求得的未知数的值代入前面的方程来求解新的未

知数的过程。 

（说明：可能有读者会注意到：线性方程组(1.14)中，每个方程都只有两个未知数，似乎并

不符合阶梯形方程组的定义；实际上，如果在第一个方程中“引入”未知数 2x ，得到形如

 的方程组，显然它能用回代法求解。基于如上事实，为了严格阶梯

形线性方程组的定义，我们约定：凡是在后面方程组中出现的未知数，我们认为它在前面的

方程中出现。例如在方程组

1 2 3

2 3

4

       1

x x x

x x

   
   

(1.14)中，第二个方程中出现了未知数 2x ，即使原来第一个方程

中没有出现未知数 2x ，我们也认为第一个方程中“包含”了 2x ） 

 

问题：在以上几种情形中，我们需要把某些未知数“当作”已知，然后把这些未知量移到方

程的等号右边，如何确定这些未知数？我们把这些“当作”已知、并移到等号右边的未知数

叫做自由未知量，而其余的未知数叫做约束未知量。因此，这就是如何确定一个未知量是约

束未知量还是自由未知量的问题。 

注意：在上述阶梯形线性方程组中，在每个方程中出现的第一个未知数可选作约束未知

量，而其它的未知量则作为自由未知量。在大多数教材中，约束未知量、自由未知量都是通

过这种方式选择的。 

（ 注： 

当然，自由未知量、约束未知量的选取不是唯一的。例如，对于方程组(1.16) 

1 2 3 4 5

2 3 4 5

3 4 5

+3 6  5 11

      2 3 7 23

              3 2 9

x x x x x

x x x x

x x x

   
    
   

 

 可以把 1 2 4, ,x x x 作为约束未知量，而 3 5,x x 为自由未知量，即把方程组视作为 
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1 2 4 3 5

2 4 3 5

4 3 5

+3  6 5 11

      2 3 7 23

              2 3 9

   
    
   

x x x x x

x x x x

x x x

然后把每个方程中的 3 5,x x 移到等号右边，得到 

 

1 2 4 3

2 4 3

4 3

+3  11 6 5

      2 3 23 7

              2 9 3

   
    
   

5

5

5

x x x x x

x x x x

x x x

 

然后用回代法求解。 

） 

 

2.3 多个方程的一般情形 

对于线性方程组的一般情形(1.9)，其求解方法并不是那么一目了然，联系到上一部分所

讲述的阶梯形线性方程组的求解，自然的想法：是否能够借助于特殊情形线性方程组的求解

方法来求解一般形式的线性方程组？当然，要做到这一点，首先要做到的是：建立一般形式

线性方程组与阶梯形线性方程组之间的关系，将求解一般形式的线性方程组以某种方式转化

为求解阶梯形线性方程组？这就是高斯消元法。高斯消元法的目的是将一般形式的线性方程

组转化为阶梯形线性方程组、然后进行求解，我们先举例说明这个方法，然后介绍该方法的

理论基础。 

 

例 1.3  高斯消元法 

            (1.18) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2   7 7

  2   2

    4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

首先交换方程组中①、 ②两个方程的位置，表示为 

 ① ② 
得到新的方程组（为何要交换着两个方程的位置？），得到 

              (1.19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

  2   2

2   7 7

    4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

为了将该方程组化为阶梯形，即方程组中各方程所含未知数越来越少，我们需要减少方程②、

③所含的未知数。我们首先“消掉”②、③中的未知数 1x 。为消掉②所含的未知数 1x ，我

们将①乘以2，得到方程 

  2 4   1 2 3  2x x x   4

然后用（1.19）中的②减去该方程，得 

     1 2 3 1 2 32 4 2 7x x x x x x        2 7  4

我们将该过程记作②－①×2。将上式化简，得到一个新方程 

①

②

③

①

②

③
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2 33 9 3x x     

我们用这个新的方程取代方程组(1.19)中的第二个方程，而(1.19)中的其余方程保持不变，

得到一个新的方程组 

             (1.20) 

1 2 3

2 3

1 2 3

  2   2

         3 9 3 

    4 11

x x x

x x

x x x

   
   
    

类似地，我们可“去掉”③所含的未知数 1x ，这可通过③－①得到 

       1 2 3 1 2 3   4 2    11 2x x x x x x          

化简得 

   2 35 9x x  

这样，用这个新方程取代方程组(1.20)的第三个方程，而其余两个方程保持不变，这样得到

一个新的方程组 

             (1.21) 

1 2 3

2 3

2 3

2    2

         3 9 3 

           5 9 

x x x

x x

x x

   
   
   

注意到上述方程组中第二个方程的等号两边有一个公因子3，我们可以去掉公因子3，即该

方程除以3，即②÷3，得到 

  2 33 1x x     

用该方程取代(1.21)中的方程②，而保持其它两个方程保持不变，这样得到一个新的方程组 

  

1 2 3

2 3

2 3

2   2

         3 1 

         5 9 

x x x

x x

x x

   
   



  

            (1.22) 

 为了进一步减少方程组(1.22)中第三个方程所含的未知数，可以“去掉”方程组(1.22)中

方程③所含的未知数 2x ，这可通过③－②得到 

       2 3 2 35 3 9 2x x x x       1

2

 

 即  32 8x  

这样，用这个新得到的方程取代(1.22)中的第三个方程，而其它方程保持不变，这样得到一

个新的线性方程组 

  

1 2 3

2 3

3

2    

         3 1 

                2 8 

x x x

x x

x

   
   
  

            (1.23) 

这是一个阶梯形线性方程组，就可用回代法求解。我们把这个将一般线性方程组化为阶梯形

①

②

③

①

②

③

①

②

③

①

②

③
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线性方程组的过程称为“消元”过程——逐步减少未知数的过程。 

 通过回代过程，我们可求得方程组(1.23)的解为 

                (1.24) 

1

2

3

16

11

4 

x

x

x


 
  

注意：(1.24)是线性方程组(1.23)的解，但它是否为线性方程组(1.18)的解？该问题转化为线

性方程组(1.18)与(1.23)是否有相同的解。 

 我们注意到：将一般形式的线性方程组化为阶梯形线性方程组的过程中，我们得到了一

序列的方程组(1.18)～(1.23)，而对于每相邻的两个线性方程组，后一个方程组（第二个方程

组）是通过对前一个方程组（第一个方程组）做了下列三种运算中的某一个得到的： 

1. 交换第一个方程组中第 ,i j 个方程的位置，而方程组中的其余方程保持不变，这样

得到第二个方程组； 

2. 在第一个方程组中，将第 j 个方程减去第 i 个方程的某个常数倍，得到的新方程作

为第二个方程组中的第 j 个方程，而第二个方程组中是的其余方程与第一个方程组

中对应的方程是相同的； 

3. 将第一个方程组中的第 i 方程除以某个非零常数，得到的新方程作为第二个方程组

中的第 i 方程，而第二个方程组中的其余方程与第一个方程组中对应的方程相同； 

称以上三种运算为线性方程组的初等变换，即线性方程组的初等变换包含三种运算。 

 

相邻的两个线性方程组是否具有相同的解？我们注意到如下两个显然的事实。 

 

引理 1.1  线性方程组Ⅰ经初等变换的一种运算化为线性方程组Ⅱ，则Ⅰ的解必为Ⅱ的解； 

证明：（1）如果线性方程组Ⅰ做第一种初等变换得到线性方程组Ⅱ，由于这两个方程组含有

的方程是相同的，根据线性方程组解的定义，则Ⅰ的解必为Ⅱ的解； 

（2）如果线性方程组Ⅰ做一次第三种初等变换得到线性方程组Ⅱ，由于这两个方程组只有

一个方程不同，我们只需要考虑方程组Ⅰ的解是否满足方程组Ⅱ中的这个新方程。设方程组

Ⅰ的第 i 个方程 除以非零数 k，得到方程组Ⅱ中的方程1 1 2 2  i i in na x a x a x b    i

1 2
1 2  i ia a

x x
k k

 

n

in i
n

a b
x

k k
  ， 这 两 个 方 程 组 中 的 其 余 方 程 相 同 ， 而

1 1 2 2 , ,, nx s x s x s   为方程组Ⅰ的解，因此有 1 1 2 2  i i in na s a s a s bi    成立，该

等式除以非零数 k，得到 1 2
1 2  i ia a

s s
k k

   in i
n

a b
s

k k
 ，因此 1 1 2 2 , ,, n nx s x s x s  

满足Ⅱ中的方程 1 2
1 2  i i in

n

a a a
x x x

k k k
    ib

k

n

，而Ⅱ中的其它方程与Ⅰ的相同，因此

1 1 2 2 , ,, nx s x s x s   也是Ⅱ的解； 

（3）如果线性方程组Ⅰ做一次第二种初等变换得到线性方程组Ⅱ，这两个方程组也只有一

个方程不同。假设Ⅰ中第 j 个方程 1 1 2 2  j j jn na x a x a x bj    减去第 i 个方程
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1 1 2 2  i i in na x a x a x b   

  

i 的 k 倍，得到方程组Ⅱ中的第 j 个方程 

   2 2  i jn in n j ika x a ka x b kb     1 1 1 2  j i ja ka x a   

而Ⅱ中的其它方程与Ⅰ中的相应方程相同。设 1 1 2 2 , ,, n nx s x s x s   

j

i

为方程组Ⅰ的解，

因此它满足方程组Ⅰ中的每一个方程，因此有 

   1 1 2 2  j ja s a s 

1 1 2 2  i ia s a s a 

 

jn na s b 

   in ns b 

均成立，这是两个恒等式。将第一个式子减去第二个式子的 k 倍，得到 

     2 2 2  i jn in n j ika s a ka s b kb     1 1 1  j i ja ka s a 

1 1 2 2 , ,, n

 

因此 nx s x s x s  

  

满足Ⅱ中的第 j 个方程 

   2 2  i jn in n j ika x a ka x b kb     1 1 1 2  j i ja ka x a 

1 1 2 2 , ,,

 

而 显 然 n nx s x s  

1 1 2 2 , ,, n n

x s 也 满 足 Ⅱ 中 的 其 它 所 有 方 程 ， 因 此

x s x s x s   是方程组Ⅱ的解。 

综合上述三种情况，我们指导引理成立。          ■ 

 

引理 1.2  线性方程组Ⅰ经初等变换的一次运算化为线性方程组Ⅱ，则线性方程组Ⅱ可通过

初等变换的一次运算化为线性方程组Ⅰ。 

证明：（1）如果互换方程组Ⅰ的第 i、j 个方程得到方程组Ⅱ，则互换方程组Ⅱ的第 i、j 个

方程得到方程组； 

（2）如果方程组Ⅰ的第 j 个方程减去第 i 个方程的 k 倍得到方程组Ⅱ，则方程组Ⅱ的第 j 个

方程加上第 i 个方程的 k 倍得到方程组Ⅰ； 

（3）如果方程组Ⅰ的第 i 个方程除以非零数 k 得到方程组Ⅱ，则方程组Ⅱ的第 i 个方程除以

非零数
1

k
得到方程组Ⅰ。 

 

因此有如下结论： 

 若线性方程组Ⅰ可经初等变换化为线性方程组Ⅱ，则线性方程组Ⅱ可经若干初等变换化

为线性方程组Ⅰ，我们称这两个线性方程组等价。 

 

定理 1.1 等价的线性方程组具有相同的解。 

证明：由引理 1.1、引理 1.2，结论是显然的。         ■ 

 

 根据以上的论述可知：在求解线性方程组时，我们可首先用消元法将线性方程组化为阶

梯形线性方程组，由于原始的线性方程组与所得到的阶梯形方程组等价，因此它们有相同的

解；然后用回代法求解该阶梯形线性方程组，就可得到原方程组的解。这就是求解线性方程
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组的高斯消元法。 

 

例1.4 求解线性方程组 

（1）    （2）

1 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3

3 2

3 1

2 7 2

4 2 14 6

  
    
    
   

x x x

x x x

x x x x

x x x

5

2

3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

3 1

2 4

3 2 2 3

4 5 1

   
    
    
    

x x x x

x x x x

x x x x

x x x

 

解：（1）  

1 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3

3 2

3 1

2 7 2

4 2 14 6

  
    

   
   

x x x

x x x

x x x x

x x x

5

1 2

先进行消元过程：利用①消除中②中的未知数 ，相应的运算为②－①，得到方程组 1x

    
   

1 3 4

1 2 4 1 3 4

1 2 3 4

1 2 3

3 2

3 3

2 7 2 5

4 2 14 6

  
        

   
   

x x x

x x x x x x

x x x x

x x x

利用①消除中③中的未知数 1x ，相应的运算③－2×①，得到线性方程组， 

   
   
   

1 3 4

1 2 4 1 3 4

1 2 3 4 1 3 4

1 2 3

3 2

3 3 1 2

2 7 2 2 3 5 2

4 2 14 6

  
        


         
   

x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x

2

利用①消除中④中的未知数 1x ，相应的运算为④－4×①，得到线性方程组， 

   
   
   

1 3 4

1 2 4 1 3 4

1 2 3 4 1 3 4

1 2 3 1 3 4

3 2

3 3 1 2

2 7 2 2 3 5 2

4 2 14 4 3 6 4 2

  
        
          
         

x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

2
 

这样写非常麻烦，因此我们把以上三步合并为一步，即：在题目所给方程组中，利用第一个

方程①消去②，③，④中的未知数 1x ，也就是对所给方程组做运算②－①，③－2×①，④

－4×①，得到 

①

②

③

④
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    
   
   
   

1 3 4

1 2 4 1 3 4

1 2 3 4 1 3 4

1 2 3 1 3 4

3 2

3 3 1 2

2 7 2 2 3 5 2

4 2 14 4 3 6 4 2

  
        

         
         

x x x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

2

化简为 

1 3 4

2 3

2 3

2 3 4

          3   2

    3 3          3

                     1

       2 2 4 2

  
    
  
    

x x x

x x

x x

x x x

 

注意到此时的第二个方程有个共因子－3、第四个方程有共因子 2，去掉这两个因子，得到 

1 3 4

2 3

2 3

2 3 4

          3   2

                     1

                     1

            2 1

  
  
  
    

x x x

x x

x x

x x x

 

然后利用②消除③、④中的未知数 ，这可通过③－②，④－②得到 3x

1 3 4

2 3

4

          3   2

                     1

                             0 0

                     2 2

  
  



   

x x x

x x

x

    

去掉④中的因子－2，得到 

1 3

2 3

4

          3   2

                     1

                             0 0

                            1

4  
  



 

x x x

x x

x

    

可以认为 这个方程不包含未知数，其所含未知数个数最少，因此可把它交换到最后： 0 0

1 3

2 3

4

          3   2

                     1

                            1

                             0 0

x x x

x x

x

4  
  



 

 

这已经是阶梯形线性方程组。上述方程组中的第四个方程0 0 总是成立的，因此在用回代

法求解时可以忽略掉这个方程，因此得到 

  

1 3

2 3

4

          3   2

                     1

                            1

4  
  
 

x x x

x x

x
  

其中 1 2 4, ,x x x 为约束未知量， 3x 为自由未知量，将 3x 移到方程右边，得到 

②

③

④

①

②

③

④

①

②

③

④

①

②

③

④

①
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  
1 4

2 3

4

               2 3

                     1

                     1

  
  
 

3x x x

x x

x

 

利用回代法求得方程组的解为 

  

1 3

2 3

3 3

4

1 3

1  

1

 
  
 
 

x x

x x

x x

x

 

这就是原方程组的解。 

（2）  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

3 1

2 4

3 2 2 3

4 5 1

   
    
    
    

x x x x

x x x x

x x x x

x x x

2

3

先进行消元过程：首先利用①消除中②、③、④中的未知数 1x ，相应的运算为  ②

－2×①，③－3×①，④－①，得到 

  
   
   
   

1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 3 4 1 2 3 4

3 1

2 4 2 3 2

3 2 2 3 3 3 3 3

4 5 3 1 1

   
           
           
         

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x

2 1

1

化简得 

  

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

2 3 4

3 1

     7 6 0

     7 6 0

     7 6 2

   
   
   
    

x x x x

x x x

x x x

x x x

利用第二个方程消掉中的未知数 2x ，相应的运算为③－②，④－②，得到 

  

1 2 3 4

2 3 4

3 1

     7 6 0

                        0 0

                        0 2

   
   



  

x x x x

x x x

最后一个方程显然不可能成立，因此该方程组无解。 

 

问题：在消元过程中，为达到消去某个未知数，一个方程需要减去另一个方程的某个倍数，

如何确定该倍数？ 

 

高斯消元法的变形： 

④

①

②

③

④

①

②

③
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 经典的高斯消元法由“消元”、“回代”两个阶段构成，但是我们也可不需要“回代”过

程，而是通过在将线性方程组化为阶梯形方程组之后，再从最后一个方程开始，继续用消元

过程消掉前面各个方程中所含有的约束未知量，使得最后得到的方程组中，每个方程只含有

一个约束未知量；进一步地，我们还把所有约束未知量前的系数化为 1。这样，我们只需要

将每个方程中的自由未知量移到等号右边，就可得到线性方程组的解。  

 现举例说明这一方法。在例 1.3 中，将方程组化为(1.23) 

1 2 3

2 3

3

2    

         3 1 

                2 8 

   
   
  

x x x

x x

x

2

 

后，根据约束未知量、自由未知量的选取方法可知，该方程组的三个未知数 1 2 3 , ,x x x 均为

约束未知量。首先去掉第三个方程的共因子 2，得到 

  

1 2 3

2 3

3

2   2

         3 1 

                  4 

x x x

x x

x

   
   
  

利用第三个方程消掉①、②中的未知数 3x ，运算为②－3×③，①－（－1）③，得到线性

方程组 

   

1 2

2

3

2          6

                  11 

                  4 

x x

x

x

 
 
  



然后利用②消掉①中的未知数 2x ，相应运算为①－（－2）①，得到方程组 

   

1

2

3

                  16

                  11 

                  4 

x

x

x


 
  

此时每个方程中只含有一个约束未知量，且每个约束未知量的系数为 1，实际上这就是线性

方程组的解。  

 

 又例如假设一个线性方程组经消元过程化为如下阶梯形方程组： 

   

1 2 3 4

3 4

4

  3   

                   2 1

                           1

   
  
 

x x x x

x x

x

2

当然可用回代过程继续求解。注意到约束未知量为 1 3 4, ,x x x ，而自由未知量为 2x ，因此用

第三个方程③消掉方程①、②中的未知数 4x ，运算为②－2×③，①－③，得到 
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1 2 3

3

4

  3          1

                           1

                           1

  
  
 

x x x

x

x

然后用②消掉①中的未知数 3x ，相应运算为①－3×②，得到 

   

1 2

3

4

                    4

                           1

                           1

 
  
 

x x

x

x

然后将自由未知量移到方程的右边，得到 

  

1 2

3

4

                           4

                           1

                           1

 
  
 

x x

x

x

 

因此，线性方程组的解为 

  

1 2

2 2

3

4

4

1

1

 
 
  
 

x x

x x

x

x

 

在手工求解线性方程组组时常用这种方式求解。我们称这种方法为高斯－约当消元法。 

 

注释：在消元过程中，消掉的未知数是可选的，一般情况下，我们首先使用第一个方程消掉

后面各个方程中的第一个未知数（ 1x ），然后用第二个方程消掉后面各个方程中的第二个未

知数，……，我们称该消元次序为标准消元。但并不是必须如此，消掉哪些未知数实际上是

可以选择的。以线性方程组（1.18）为例， 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3    5

  2    2

     4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

        ②

我们可先消掉第二、三个方程中的未知数 ， 3x

  ②＋①，③－4×① 

得到 

     

1 2 3

1 2

1 2

2    3    5

3    5           7

7 11          9

x x x

x x

x x

   
  
  

    

然后用②消掉③中的一个未知数，譬如 ，可用的运算为 1x

 ③×3＋②×7 

得到 

①

③

①

②

③

①

②

③
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1 2 3

1 2

2

2 3   5

3 5          7

     2         22

x x x

x x

x

   
  
  





此时方程组中各方程所含未知数越来越少，现在可用回代过程求解；当然也可用高斯消元法

的变形方法求解。 

 从现在开始，若没有特别说明，本教材中的消元过程都采用标准的消元过程。 

 

 到目前为止，我们已经学习了求解线性方程组的高斯消元法、高斯－约当消元法。对于

一个给定的线性方程组，我们可用任何一种方法求解。为了解一个方程组解的情况，我们可

通过用消元法将线性方程组化为阶梯形方程组，再来判断方程组解的情况。因此我们只需要

对阶梯形线性方程组考虑如下问题 

（1） 是否有解？ 

（2） 如果有解，是否是唯一解？ 

我们不考虑阶梯形方程组中“0 0 ”型的方程，由于这些方程总是成立的，因此去掉

这些“ ”型的方程并不会影响方程组的解的情况。为便于讨论方便起见，我们假设该

阶梯形方程组中没有“ ”型的方程。根据自由未知量、约束未知量的定义及选取方法

可知，此时约束未知量的个数就为方程组中方程的个数。 

0 0
0 0

（1） 如果最后一个方程没有未知数：既然最后一个方程不是“0 0 ”型的方程，该方程

又不含有未知数，该方程显然是“0 0b  ”的形式，该方程显然不可能成立，此

时方程组无解；例 1.4（2）就是这种情况； 

（2） 如果最后一个方程含有未知数：方程组这时是有解的。 

a) 如果方程个数小于未知数个数：由于约束未知量个数等于方程组中的方程个数，因

此此时方程组中有自由未知量，这些约束未知量每取一组值，就可以计算得到约束

未知量的值；由于约束未知量可以自由取值，因此此时方程组有无穷多解； 

b) 如果方程个数等于未知数个数：每个未知数都是约束未知量，方程组中没有自由未

知量。在该阶梯形方程组中，最后一个方程含有一个未知数，倒数第二个方程含有

两个未知数，……，第一个方程含有所有的未知数。从最后一个方程求解得到最后

一个未知数的值，从倒数第二个方程求解得到倒数第二个未知数的值，……，从第

一个方程求解得到第一个未知数的值，因此该方程组只有唯一解。 

 

（注：在上述讨论中，如果将方程组用高斯－约当消元法得到与之等价的方程组，则更

便于讨论，读者可自行思考。） 

根据如上结论，如果线性方程组的未知数个数大于方程个数，那么该方程组是不可能有

唯一解的：或者无解，或者有无穷多解。只有当线性方程组的未知数个数不超过方程个数，

该方程组才可能有唯一解。在下一章中，我们将讨论一种特殊情况：线性方程组的未知数个

数等于方程个数、且该方程组有唯一解的情形。 

 

这一章的主要内容为： 

（1） 引入了线性方程、线性方程组及其解的概念；线性方程组的矩阵表示； 

（2） 高斯消元法、高斯－约当法求解线性方程组；知道如何判断线性方程组解的情况。 

 

习题 1 

1、用高斯消元法、高斯－约当法求解下列线性方程组 
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4

2

8

0

0

（1） ； 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3

3 7 3 15 1

2 2 2 3

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     

（2） ； 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

2 3 4

5 5 2 3 1

4 5 2 2 9

2        2 3

          2 4 15

x x x x

x x x x

x x x

x x x

   
    
   
   

（3） ； 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3

4 3 3 19

5         2 2 3

5           14

2 2 9

5           9

x x x x

x x x

x x x

x x x x

x x x

   
      
    
   

（4）  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 3 0

2 3 5 5

3 2 0

3 5 6 7

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
     

2、求方程组 与 的公共解． 
1 2

2 4

0

0

x x

x x

 
  

1 2 4

2 3 4

0

0

x x x

x x x

  
   

3、试问 t 取什么值时，线性方程组 

   

1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

2 4

4

x x x

x x tx

x tx x t

    


  
    

 

 无解，有唯一解，有无穷多解． 
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第二章 行列式 

在这一章中，我们将首先介绍方程个数等于未知数个数、且有唯一解的线性方程组

的解的表达式，由此引入低阶行列式的概念与性质；然后在此基础上介绍一般的 n 阶行

列式，并讨论其性质；最后应用行列式的性质给出克莱姆法则。在学习完本章后，应该

做到 

（1） 掌握行列式的定义与性质，能够给出行列式性质的证明； 

（2） 掌握基本的行列式计算方法； 

（3） 掌握克莱姆法则的基本应用方法； 

行列式是非常重要的概念，希望同学们能够切实加以掌握，必须做到能够熟练使用

教材上的符号与表达方式。 

§2.1  特殊线性方程组的公式解 

前面所介绍的高斯消元法可求解任意的线性方程组。但是正如一元二次方程 

2 0                  0ax bx c a      

我们知道可用配方法来求解， 

  
2 b

a x x c
a

    
 

 

  

2 2

22 4

b b
a x c

a a

      
   

  

2 2 2

2 2

4

2 4 4

b b c b
x

a a a a

     
 

ac

0

 

所以，当 时，两边开方 
2 4b ac 

  
2 2

2

4 4

2 4 2

b b ac b ac
x

a a a

 
      

所以 
2 4

2

b b ac
x

a

  
 。 

显然我们没必要用配方法求解一元二次方程，直接用公式即可；并且，从推导过程我们

还可得到有意义的结论。同样的道理，如果我们能够得到线性方程组的公式解，也可能是的

求解线性方程组更为简单，并且还可能得到有意义的其它结论。但是，并不是所有的线性方

程组都有公式解，而只有线性方程组的未知数个数与方程个数相等的时候才可能，在本节中

我们只考虑这种情形，且设未知数个数为 ，因此线性方程组为 n
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

  

  

                                          

  

                                         

   
    

    



   










n n

n n

i i in n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

i

 (2.1) 

现在我们利用高斯消元法来求公式解。 

 

2.1.1 当 时，线性方程组1n  (2.1)为 

11 1 1a x b  

根据上一章得到的结果可知：它有唯一解的充要条件是 11 0a  ，此时线性方程唯一解

为 1
1

11

b
x

a
 。 

2.1.2 当 2n  时，线性方程组(2.1)为 

 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

 

 

a x a x b

a x a x b

 
  

 (2.2) 

我们总可设 （这是因为：我们要求该线性方程组有两个未知数，因此该方程组中未

知数

11 0a 

1x 的两个系数 不能都为零；如果 a11 21,a a 11 0 ，则说明 21a 0 ，此时我们可互换这两

个方程的位置，得到一个新方程组，在该新方程组中，第一个方程中未知数 1x 前的系数就

不为零；而这两个方程组有相同的解，因此我们就可把该新方程组作为我们的讨论对象），

我们用高斯消元法将其化为阶梯形方程组 

  (2.3) 
 

11 1 12 2 1

11 22 12 21 2 11 2 21 1

                    

          

a x a x b

a a a a x a b a b

 
   

由于 ，易知方程组11 0a  (2.3)有唯一解的充要条件是：第二个方程 

  (2.4)  11 22 12 21 2 11 2 21 1a a a a x a b a b  

有唯一解。根据第一章中的讨论知，方程(2.4)有唯一解的充要条件是 

11 22 12 21 0a a a a   

此时有 

11 2 1 21
2

11 22 12 21

a b b a
x

a a a a





 



第二章  行列式                                - 25 -  

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

我们可以把 2x 的值代入第一个方程，然后求解出 1x 。当然，我们也可用第一个方程消掉第

二个方程中的未知数 2x ， 

 
11 1 12 2 1

12 21 11 22 1 12 2 22 1

                     

            

a x a x b

a a a a x a b a b

 
   

 

故知当 时，11 22 12 21 0a a a a  1x 有唯一解 

12 2 22 1 1 22 12 2
1

12 21 11 22 11 22 12 21

a b a b b a a b
x

a a a a a a a a

 
 

 
 

总结上述结论，我们有：线性方程组(2.2)有唯一解的充要条件是 11 22 12 21 0a a a a  ，此时该

方程组的解可表示为 

 

1 22 12 2
1

11 22 12 21

11 2 1 21
2

11 22 12 21

b a a b
x

a a a a

a b b a
x

a a a a

  
  
 

 (2.5) 

 其分母中所出现的是线性方程组(2.6)中未知数前的四个系数，而分子与分母的区别与联

系也是比较显然的：在 1x 的表达式中，将分母中的 换成 、 换成 ，就得到分子；

在

11a 1b 21a 2b

2x 的表达式中，将分母中的 换成 、 换成 ，就得到分子。因此，如果我们定义

四元函数 

22a 2b 12a 1b

 11 12 21 22 11 22 12 21, , ,f t t t t t t t t   

那么解可表示成 

 
 
 
 

1 12 2 221 22 12 2
1

11 22 12 21 11 12 21 22

11 1 21 211 2 1 21
2

11 22 12 21 11 12 21 22

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

f b a b ab a a b
x

a a a a f a a a a

f a b a ba b b a
x

a a a a f a a a a

 
  


   

 

由于该函数的分母只与线性方程组(2.2)的未知数前的系数有关，为了强调这一关系，我们

将该函数用另外一种直观的方式来表示 

   11 12
11 12 21 22 11 22 12 21

21 22

, , ,
t t

f t t t t t t t t
t t

    (2.7) 

因此，解就表示为 
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1 12

2 221 22 12 2
1

11 1211 22 12 21

21 22

11 1

21 211 2 1 21
2

11 1211 22 12 21

21 22

b a

b ab a a b
x

a aa a a a

a a

a b

a ba b b a
x

a aa a a a

a a




  
 




   





 (2.8) 

我们把四元函数(2.7)称为二阶行列式。  

 请注意解的表达式(2.8)与方程组（2.3）中各个系数的关系。 

 

二阶行列式的几何意义： 

 设  、11 12,a a  21 22,a a 为平面上的两个点，则 

 
则该平行四边形的面积就为 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
   

的绝对值。该命题的证明略。 

 

假设线性方程组 

 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

  

  

 
  

a x a x b

a x a x b
 (2.9) 

有唯一解，对该方程组做一次线性方程组的初等变换，就得到如下三个线性方程组  

 
21 1 22 2 2

11 1 12 2 1

 

 

 
  

a x a x b

a x a x b
      (2.10) 

 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,
  

        
  

 
0  

a x a x b
k

ka x ka x kb
 (2.11) 
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  (2.12) 
   

11 1 12 2 1

21 11 1 22 12 2 2 1

  

 

 
     

a x a x b

a ka x a ka x b kb

根据第一章的结论可知，这四个方程组(2.9)～(2.12)有相同的解，因此这四个方程组都有

唯一解，根据以上部分的讨论可知，这四个方程组的解中，未知数 1x 的值依次为 

 

1 12 2 22 1 12 1 12

2 22 1 12 2 22 2 1 22 12
1 1 1 1

11 12 21 22 11 12 11 12

21 22 11 12 21 22 21 11 22 12

, , ,
 

   

 

b a b a b a b a

b a b a kb ka b kb a ka
x x x x

a a a a a a a a

a a a a ka ka a ka a ka

 

因此这四个解必须相等，就是有 

 

1 12 2 22 1 12 1 12

2 22 1 12 2 22 2 1 22 12

11 12 21 22 11 12 11 12

21 22 11 12 21 22 21 11 22 12

 
  

 

b a b a b a b a

b a b a kb ka b kb a ka

a a a a a a a a

a a a a ka ka a ka a ka

 

首先考虑

1 12 2 22

2 22 1 12

11 12 21 22

21 22 11 12



b a b a

b a b a

a a a a

a a a a

，显然等号右边分母行列式是等号左边分母行列式互换两

行得到的，分子等号右边的分子行列式也是等号左边分子行列式互换两行得到的，根据二阶

行列式的定义，容易计算的 

 
11 12 21 22

21 22 11 12

 
a a a a

a a a a
 

因此这两个分子行列式也有
1 12 2 22

2 22 1 12

 
b a b a

b a b a
，这就保证了

1 12 2 22

2 22 1 12

11 12 21 22

21 22 11 12



b a b a

b a b a

a a a a

a a a a

成

立。 

另外两种情况我们容易验证 

 
11 12 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 11 22 12 21 22

,     
 

a a a a a a a a
k

ka ka a a a ka a ka a a
 

因此对于二阶行列式，我们可得到其简单的性质： 

（1）互换二阶行列式的两行，行列式改变符号； 

（2）二阶行列式的一行乘以一个数 ，则行列式结果为原来的 倍； k k
（3）将二阶行列式的一行的某个倍数加到另一行上，不改变行列式的值。 

 

2.1.3 当 时，线性方程组3n  (2.1)为 
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11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

   

  

  

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  
   
   

 (2.13) 

 与 时类似的道理，我们可假设2n  11 0a  ，利用高斯消元法，我们消掉后面两个方程

中的未知数 1x ，得到 

  (2.14) 

11 1 12 2 13 3 1

22 11 12 21 2 23 11 13 21 3 2 11 1 21

32 11 12 31 2 33 11 13 31 3 3 11 1 31

                                       

         (  

         (  

) ( )

) ( )

a x a x a x b

a a a a x a a a a x b a b a

a a a a x a a a a x b a b a

  
     
     

显然，线性方程组(2.14)有唯一解的充分必要条件是：由后面两个方程所组成的方程组 

  (2.15) 
22 11 12 21 2 23 11 13 21 3 2 11 1 21

32 11 12 31 2 33 11 13 31 3 3 11 1 31

 (  

 (  

) ( )

) ( )

a a a a x a a a a x b a b a

a a a a x a a a a x b a b a

    
     

有唯一解！由于该方程组只有两个未知数，因此，利用 2n 时的结果，当且仅当 

  
22 11 12 21 23 11 13 21

32 11 12 31 33 11 13 31

 (    

 (    

) ( )

) ( )

a a a a a a a a

a a a a a a a a

 

 
 

22 11 33 11 22 11 13 31 12 21 33 11 12 21 13 31

32 11 23 11 32 11 13 21 12 31 23 11 12 31 13 21

22 11 33 11 22 11 13 31 12 21 33 11 32 11 23 11

32 11 13 21 12 31 23 11

11 11 22 3

   

( )

(

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a

   

   

   

 

 3 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

0

)a a a a a a a a a a a a a a a    



 

时，该方程组(2.15)有唯一解，因此原方程组(2.13)也就有唯一解。且 3x 解为 

23 11 13 21 2 11 1 21

33 11 13 31 3 11 1 31
3

22 11 12 21 23 11 13 21

32 11 12 31 33 11 13 31

    

    

    

    

a a a a b a b a

a a a a b a b a
x

a a a a a a a a

a a a a a a a a

 

 


 

 

 

现在，我们比较一下上式中分子、分母的区别与联系，可注意到：如果将分母中的

分别换为 ，我们就可得到分子。根据二阶行列式的定义可得 

13 23 33, ,a a a

1 2 3, ,b b b

    
 

22 11 12 21 23 11 13 21

32 11 12 31 33 11 13 31

22 11 12 21 33 11 13 31 23 11 13 21 32 11 12 31

11 11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

    

    

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

 

 

     

     

  
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所以 

 

23 11 13 21 2 11 1 21

33 11 13 31 3 11 1 31
3

22 11 12 21 23 11 13 21

32 11 12 31 33 11 13 31

11 11 22 3 12 2 31 1 21 32 11 2 32 12 21 3 1 22 31

11 11 22 33 12 23 31

    

    

    

    

a a a a b a b a

a a a a b a b a
x

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a b a b a b a a a b a a a b b a a

a a a a a a a a

 

 


 

 

    


  13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

11 22 3 12 2 31 1 21 32 11 2 32 12 21 3 1 22 31

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

a a a a a a a a a a a

a a b a b a b a a a b a a a b b a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

  

    


    

 

因此，如果定义 9 元函数 

 11 12 13 21 22 23 31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

, , , , , , , ,f t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t t t t t t t     
 

则 3x 可表示为 

 
 

11 22 3 12 2 31 1 21 32 11 2 32 12 21 3 1 22 31
3

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

11 12 1 21 22 2 31 32 3

11 12 13 21 22 23 31 32 33

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

a a b a b a b a a a b a a a b b a a
x

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

f a a b a a b a a b

f a a a a a a a a a

    


    


 

上式中的分母部分只与线性方程组(2.13)的未知数前的系数有关，因此也用一种直观的方式

来表示该函数，定义 9元函数 

 

 11 12 13 21 22 23 31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

, , , , , , , ,

      

     

     



     

f t t t t t t t t t

t t t

t t t

t t t

t t t t t t t t t t t t t t t t t t

 (2.16) 

则 3x 可表示为 

 

11 22 3 12 2 31 1 21 32 11 2 32 12 21 3 1 22 31
3

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31

11 12 1

21 22 2

31 32 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a b a b a b a a a b a a a b b a a
x

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a b

a a b

a a b

a a a

a a a

a a a

    


    


 (2.17) 

把上述对 3x 的讨论应用于 1 2,x x ，就得到线性方程组(2.13)的解 
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1 12 13 11 1 13 11 12 1

2 22 23 21 2 23 21 22 2

3 32 33 31 3 33 31 32 3
1 2 3

11 12 13 11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33 31 32 33

,    ,    

b a a a b a a a b

b a a a b a a a b

b a a a b a a a b
x x x

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

    (2.18) 

显然，将解与线性方程组 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

   

  

  

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  
   
   

 

相比较，我们可得到线性方程组的解的规律：每个未知数的解都是分数形式，分母为三阶行

列式

11 12 13

21 22 23

31 32 33

      

     

     

a a a

a a a

a a a

，而 ix 表达式中的分子部分则是将分母行列式的第 i 列（也就是三个方

程中未知数 ix 前的系数）换为方程组等号右边的三个常数 得到的结果。 1 2 3, ,b b b

 

我们把 9 元函数(2.16)称为三阶行列式。 

 

三阶行列式的几何意义： 

 设  ， ，11 12 13, ,a a a 21 22 23, ,a a a  31 32 33, ,a a a 为空间直角坐标系中的三个点，则由这

三条边所确定的平行六面体的体积为行列式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

     

    

    

a a a

a a a

a a a

 

的绝对值。该结论的证明略。 
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我们可以讨论三阶行列式的简单性质。根据以上分析，对于线性方程组 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

   

  

  

  
   
   

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

 

若其系数行列式 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
a a a

a a a

a a a

 

则方程组有唯一解，且 

1 12 13

2 22 23

3 32 33
1

11 12 13

21 22 23

31 32 33



b a a

b a a

b a a
x

a a a

a a a

a a a

 

线性方程组的初等变换不改变方程组的解，因此 

 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

   

  

  

  
   
   

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

 (2.19) 

 

21 1 22 2 23 3 2

11 1 12 2 13 3 1

31 1 32 2 33 3 3

  

   

  

  
   
   

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

 (2.20) 
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  (2.21) 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

   

                0

  

  
    
   

ka x ka x ka x kb

a x a x a x b k

a x a x a x b

  (2.22)      
11 1 12 2 13 3 1

21 11 1 22 12 2 23 13 3 2 1

31 1 32 2 33 3 3

   

  

  

  


      
   

a x a x a x b

a ka x a ka x a ka x b kb

a x a x a x b

根据上述结论，这四个方程组(2.19)～(2.22)的解中， 1x 的值分别为 

 

1 12 13

2 22 23

3 32 33
1

11 12 13

21 22 23

31 32 33



b a a

b a a

b a a
x

a a a

a a a

a a a

 (2.23) 

 

2 22 23

1 12 13

3 32 33
1

21 22 23

11 12 13

31 32 33



b a a

b a a

b a a
x

a a a

a a a

a a a

 (2.24) 

 

1 12 13

2 22 23

3 32 33
1

11 12 13

21 22 23

31 32 33



kb ka ka

b a a

b a a
x

ka ka ka

a a a

a a a

 (2.25) 

 

1 12 13

2 1 22 2 23 3

3 32 33
1

11 12 13

21 11 22 12 23 13

31 32 33

  



  

b a a

b kb a kb a kb

b a a
x

a a a

a ka a ka a ka

a a a

 (2.26) 

由于这四个线性方程组等价，而等价的线性方程组有相同的解，因此就有 
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1 12 13 2 22 23 1 12 13

2 22 23 1 12 13 2 22 23

3 32 33 3 32 33 3 32 33
1

11 12 13 21 22 23 11 12 13

21 22 23 11 12 13 21 22 23

31 32 33 31 32 33 31 32 33

1 12 13

2 1 22 2 23 3

3 32 3

  

  



b a a b a a kb ka ka

b a a b a a b a a

b a a b a a b a a
x

a a a a a a ka ka ka

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

b a a

b kb a kb a kb

b a a 3

11 12 13

21 11 22 12 23 13

31 32 33

  
a a a

a ka a ka a ka

a a a

 

从上式可知道三阶行列式的一些性质。(2.24)的分母行列式是互换(2.23)的分母行

列式的第 1、2 行的结果，通过定义(2.16)容易验证，有 

11 12 13 21 22 23

21 22 23 11 12 13

31 32 33 31 32 33

 
a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

 

所以对应的分子行列式有 

1 12 13 2 22 23

2 22 23 1 12 13

3 32 33 3 32 33

 
b a a b a a

b a a b a a

b a a b a a

 

 所以相应的比值保持不变。实际上，通过定义(2.16)容易验证： 

互换三阶行列式的任意两行，行列式改变符号； 

  

(2.25)的分母行列式是(2.23)的分母行列式第一行的每个数都乘以常数 的结果，通过定义k
(2.16)可以验证 

  

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33


ka ka ka a a a

a a a k a a a

a a a a a a

 

故比值保持不变。实际上，以常数 乘以三阶行列式某一行的每个数，所得的行列式是原来

行列式的 k 倍。这也可通过定义

k
(2.16)直接验证。 

 类似地，(2.26)的分母行列式是将(2.23)的分母行列式的第一行的每个数都乘以常数

、然后加到第二行对应数上得到的，用定义k (2.16)可以验证，有 

  

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 11 22 12 23 13

31 32 33 31 32 33

   
a a a a a a

a a a a ka a ka a ka

a a a a a a

 

对应的分子行列式也有相同的结果，因此比值仍然保持不变。实际上，如果将三阶行列式某

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 



第二章  行列式                                - 34 -  

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

一行的每个数乘以 k 倍后加到另外一行上去，所得的行列式与原来的行列式有相同的值。 

 

根据上述讨论，我们可得三阶行列式的有如下性质： 

（1）互换三阶行列式的两行，行列式改变符号； 

（2）三阶行列式的一行乘以一个数 ，则行列式结果为原来的 倍； k k
（3）将三阶行列式的一行的某个倍数加到另一行上，不改变行列式的值。 

 

2.1.4 的情况（*） 4n 
 此时线性方程组(2.1)就为 

 

11 1 12 2 13 3 14 4 1

21 1 22 2 23 3 24 4 2

31 1 32 2 33 3 34 4 3

41 1 42 2 43 3 44 4 4

   

   

  

  

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

   
    
    
    

 (2.27) 

同理可假设 ，利用高斯消元法，我们消掉后面三个方程中的未知数11 0a  1x ，得到 

11 1 12 2 13 3 14 4 1

22 11 12 21 2 23 11 13 21 3 24 11 14 21 4 2 11 1 21

32 11 12 31 2 33 11 13 31 3 34 11 14 31 4 3 11 1 31

42 11 12

    

         (  

         (  

         (

) ( ) ( )

) ( ) ( )

a x a x a x a x b

a a a a x a a a a x a a a a x b a b a

a a a a x a a a a x a a a a x b a b a

a a a

   

      

      

 41 2 43 11 13 41 3 44 11 14 41 4 4 11 1 41 ) ( ) ( )a x a a a a x a a a a x b a b a






      

 (2.28) 

因此，整个线性方程组有唯一解的充要条件是：含有三个未知数、三个方程的线性方程组 

22 11 12 21 2 23 11 13 21 3 24 11 14 21 4 2 11 1 21

32 11 12 31 2 33 11 13 31 3 34 11 14 31 4 3 11 1 31

42 11 12 41 2 43 11 13 41 3 44 11 14 41 4 4 11 1 41

(  

(  

(  

) ( ) ( )

) ( ) ( )

) ( ) ( )

a a a a x a a a a x a a a a x b a b a

a a a a x a a a a x a a a a x b a b a

a a a a x a a a a x a a a a x b a b a

      
      
      






   (2.29) 

有唯一解。利用 时的结果，因此当 3n 

22 11 12 21 23 11 13 21 24 11 14 21

32 11 12 31 33 11 13 31 34 11 14 31

42 11 12 41 43 11 13 41 44 11 14 41

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

  
    

  
 

   
  
   
  
  

22 11 12 21 33 11 13 31 44 11 14 41

23 11 13 21 34 11 14 31 42 11 12 41

24 11 14 21 32 11 12 31 43 11 13 41

22 11 12 21 34 11 14 31 43 11 13 41

23 11 13 21 32 11 12 31 44 11 14 41

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

   

   

   

   

   

  24 11 14 21 33 11 13 31 42 11 12 41

0

a a a a a a a a a a a a   









 

时，该线性方程组有唯一解。由于该展开式中共有 48 项，为了便于合并同类项，我们将展

开式每项中的元素首先按行标、然后按列标排序，例如 排序成

，则 

22 11 13 31 14 41a a a a a a

11 13 14 22 31 41a a a a a a
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   
   
   
   
   

22 11 12 21 33 11 13 31 44 11 14 41

23 11 13 21 34 11 14 31 42 11 12 41

24 11 14 21 32 11 12 31 43 11 13 41

22 11 12 21 34 11 14 31 43 11 13 41

23 11 13 21 32 11 12 31 44 11 14 41

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

  

   

   

   

   

   24 11 14 21 33 11 13 31 42 11 12 41

3 2 2
11 22 33 44 11 14 22 33 41 11 13 22 31 44 11 13 14 22 31 41

2
11 12 21 33 44 11 12 14 21 33 41 11 12 13 21 31 44 12 13 14 21 31 41

3
11 23 34 42 1

(

)

(

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a

  

   

   

  2 2
1 12 23 34 41 11 14 23 31 42 11 12 14 23 31 41

2
11 13 21 34 42 11 12 13 21 34 41 11 13 14 21 31 42 12 13 14 21 31 41

3 2 2
11 24 32 43 11 13 24 32 41 11 12 24 31 43 11 12 13 24 31 41

2
11 1

)

(

a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a

 

   

   

 4 21 32 43 11 13 14 21 32 41 11 12 14 21 31 43 12 13 14 21 31 41

3 2 2
11 22 34 43 11 13 22 34 41 11 14 22 31 43 11 13 14 22 31 41

2
11 12 21 34 43 11 12 13 21 34 41 11 12 14 21 31 43 12 13 1

)

(

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

  

   

    4 21 31 41

3 2 2
11 23 32 44 11 14 23 32 41 11 12 23 31 44 11 12 14 23 31 41

2
11 13 21 32 44 11 13 14 21 32 41 11 12 13 21 31 44 12 13 14 21 31 41

3 2 2
11 24 33 42 11 12 24 33 41 11 13 24 31

)

(

)

(

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a

   

   

   42 11 12 13 24 31 41

2
11 14 21 33 42 11 12 14 21 33 41 11 13 14 21 31 42 12 13 14 21 31 41)

a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a



   

 

2
11 11 22 33 44 14 22 33 41 13 22 31 44 12 21 33 44

11 23 34 42 12 23 34 41 14 23 31 42 13 21 34 42

11 24 32 43 13 24 32 41 12 24 31 43 14 21 32 43

11 22 34 43 13 22 34 41 14 22 31 43

(a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

   

   

   

   12 21 34 43

11 23 32 44 14 23 32 41 12 23 31 44 13 21 32 44

11 24 33 42 12 24 33 41 13 24 31 42 14 21 33 42 )

a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a



   

   

2
11 11 22 33 44 14 22 33 41 13 22 31 44 12 21 33 44

11 23 34 42 12 23 34 41 14 23 31 42 13 21 34 42

11 24 32 43 13 24 32 41 12 24 31 43 14 21 32 43

11 22 34 43 13 22 34 41 14 22 31 43

(a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

   

   

   

   12 21 34 43

11 23 32 44 14 23 32 41 12 23 31 44 13 21 32 44

11 24 33 42 12 24 33 41 13 24 31 42 14 21 33 42 )

a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a



   

   

  

由于 ，因此，当 11 0a 
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11 22 33 44 14 22 33 41 13 22 31 44 12 21 33 44

11 23 34 42 12 23 34 41 14 23 31 42 13 21 34 42

11 24 32 43 13 24 32 41 12 24 31 43 14 21 32 43

11 22 34 43 13 22 34 41 14 22 31 43 12 2

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

  

   

   

    1 34 43

11 23 32 44 14 23 32 41 12 23 31 44 13 21 32 44

11 24 33 42 12 24 33 41 13 24 31 42 14 21 33 42 0

a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

   

    

 

时，线性方程组有唯一解，因此原线性方程组有唯一解。且 2x 的值为 

2 11 1 21 23 11 13 21 24 11 14 21

3 11 1 31 33 11 13 31 34 11 14 31

4 11 1 41 43 11 13 41 44 11 14 41
2

22 11 12 21 23 11 13 21 24 11 14 21

32 11 12 31 33 11 13 31 34 11 14 31

42 11

b a b a a a a a a a a a

b a b a a a a a a a a a

b a b a a a a a a a a a
x

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

  
  
  


  
  
 12 41 43 11 13 41 44 11 14 41a a a a a a a a a 

 

比较上式中的分子、分母，可知将分母中的 分别换为 ，我们就得

到了分子。由于分母是一个三阶行列式，其展开后含有四个方程中各个未知数前的系数，因

此，如果我们定义四阶行列式 

12 22 32 42, , ,a a a a 1 2 3 4, , ,b b b b

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

11 22 33 44 14 22 33 41 13 22 31 44 12 21 33 44

11 23 34 42 12 23 34 41 14 23 31 42 13 21 34 42

11 24 32 43 13 24 32 41 12 24 31 43 14 21 3

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

   

   

    2 43

11 22 34 43 13 22 34 41 14 22 31 43 12 21 34 43

11 23 32 44 14 23 32 41 12 23 31 44 13 21 32 44

11 24 33 42 12 24 33 41 13 24 31 42 14 21 33 42

a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

   

   

   

 (2.30) 

那么 
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2 11 1 21 23 11 13 21 24 11 14 21

3 11 1 31 33 11 13 31 34 11 14 31

4 11 1 41 43 11 13 41 44 11 14 41
2

22 11 12 21 23 11 13 21 24 11 14 21

32 11 12 31 33 11 13 31 34 11 14 31

42 11

b a b a a a a a a a a a

b a b a a a a a a a a a

b a b a a a a a a a a a
x

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

  
  
  


  
  
 12 41 43 11 13 41 44 11 14 41

11 1 13 14 11 1 13 14

21 2 23 24 21 2 23 242
11

31 3 33 34 31 3 33 34

41 4 43 44 41 4 43 44

11 12 13 14 11 12 13 14

21 22 23 24 21 22 23 22
11

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a a a a a a

a b a a a b a a

a b a a a b a a
a

a b a a a b a a

a b a a a b a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a
a

a a a a

a a a a

 

 

4

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a

 (2.31) 

对于其它未知数有类似的结论。 

 从上述讨论可知，线性方程组(2.1)有唯一解是，在 2 3 4, ,n  时的解有类似的规律，

实际上，在 时也有类似的规律，方程1n  11 1 1a x b 在 11 0a 时有唯一解 1
1

11


b

x
a

，此时可

定义一阶行列式 t t ，则该方程组有唯一解时，其解为
11

1x
11 11

 
bb

a a
。 

 

从上述 的情况可知，我们可定义相应的行列式，使得相应线性方程组的系

数行列式不为零时，线性方程组有唯一解，且在解得表达式中，未知数 可表示为分数形

式，其分母为线性方程组的系数行列式，而分子为将系数行列式的第 列换为方程组右边常

数的结果。 

1 2 3 4, , ,n 

ix

i

 

自然的问题：对于方程组（2.1）的一般情形，是否有类似规律？即： 

 

问题 2.1  对于线性方程组(2.1)，是否可以定义 个自变量 
2n

 1 2 1 2, , , ; , , ,ijt i n j n    

的函数（ n 阶行列式） 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

t t t

t t t

t t t




  


 (2.32) 

使得当线性方程组的系数行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a






  


 

时，线性方程组有唯一解，且解可表示为 

 

11 12 1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2 1

1 2 1 1

1 2 1 1

11 12 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1

1 2 1

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

,

k k

i i k i k in

j j j k j j k jn

n n n k n n k nn

k
k k k

i i i k ik k in

j j j k j

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a
x

a a a a a a

a a a a a a

a a a a

 

 

 

 

 

 





 
     

 
     

 

     
 
 

     
 

     


n

n

1

1 2 1 1

,

, ,

k j k jn

n n n k nk n k nn

a a

a a a a a a



 



     
 

 (2.33) 

自然我们可以将 1 2 3 4, , , ( )n 的讨论方法应用于推导 5 6, ,n  的情形，但是显然运算越

来越复杂，而且我们需要得到一般的结论，而不仅仅是 n 取某个具体值的情形。因此，我们

需要进行抽象的逻辑推理，试图得到一般的结果。为达到此目的，我们希望能从已有的结论

中找出普遍的规律，并应用此规律将已有结论推广到一般的情况。这是一个归纳－演绎的过

程。 

 

讨论：如果问题 2.1 的答案是肯定的，且 

 

11 12 1

21 22 2

1 2






  


n

n

n n nn

t t t

t t t
f

t t t

 (2.34) 

为满足要求的函数，由于线性方程组的初等变换不改变它的解，假设互换线性方程组(2.1)的

第 个方程，得到一个新的方程组 ,i j
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11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

  

                                          

  

                                          

  

                                        

n n

j j jn n

i i in n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

j

i

   

   

   









1 1 2 2

 

n n nn na x a x a x b










    


 n

 (2.35) 

这两个方程组有相同的解，因此根据问题 2.1 的结论，当 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a






  


 

时，的解为(2.33)，而方程组(2.35)的解为 

 

11 12 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

11 12 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1

1 2 1

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

,

k k

j j j k j j k jn

i i i k i i k in

n n n k n n k nn

k
k k k

j j j k jk j k jn

i i i k i

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a
x

a a a a a a

a a a a a a

a a a a

 

 

 

 

 

 





 
     

 

     
 

     
 
 

     
 

     


n

n

1

1 2 1 1

,

, ,

k i k in

n n n k nk n k nn

a a

a a a a a a



 


     

 

 (2.36) 

由于方程组(2.1)、(2.35)有相同的解，因此这两个解(2.33)、(2.36)应该相等，对比上

述结果：(2.36)分子行列式是(2.33)分子行列式互换第 行的结果，而,i j (2.36)分母行列式是

(2.33)分母行列式互换第 行的结果，而要求,i j (2.33)与(2.36)相等，那么互换 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

t t t

t t t

t t t




  


 

的两行时，其结果应该不会没有任何规律！ 

 类似地，如果对线性方程组(2.1)做另外两种初等变换，得到新的方程组，对比两个方

程组的解，同样会有类似的问题，总结为： 
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问题 2.2  如果存在满足问题 2.1 的函数 f (2.34)，那么 

（1）互换 f 的两行，其结果如果变化？ 

（2） f 的一行乘以一个非零数 k ，其结果如何变化？ 

（3） f 的一行的某个倍数加到另一行上，其结果如何变化？ 

 

对于前面所定义的 阶行列式，通过计算容易得到如下结论： 2 3 4, ,n

（1） 互换行列式的两行，行列式的值改变符号； 

（2） 行列式的一行乘以一个非零数 k ，所得行列式的值为原来行列式的 k 倍； 

（3） 行列式的一行的某个倍数加到另一行上，行列式的值保持不变。 

我们自然会猜想：上述性质对(2.32)所给出的 n 阶行列式是否成立？对问题 2.2 的探讨就导

出了对行列式性质的讨论。 

 有多种方式来展开行列式的讲述。一种方式是：分析低阶行列式展开式中每项的构成，

然后将其规律推广到一般的行列式；而第二种方式是，注意到 4 阶行列式可通过 3三阶行列

式定义、3 阶行列式可通过 2 三阶行列式定义、2 阶行列式可通过 1 阶行列式定义，因此我

们试图找出相邻阶次行列式之间的关系；第三种方式是通过公理来定义行列式。在此，我们

主要讲述第一种方式，这些内容包含在§2.2、§2.3 中；对第二种方式，我们作为附录简单

论述；至于第三种方式，有兴趣的读者可参考文献《代数与几何》（萧树铁 等， 高等教育

出版社， ISBN 7－04－008524－0， 2000 年）。 

 

 为达到发现规律、然后加以推广的目的，首先观察低阶行列式的特点。行列式是一些项

的代数和，其中每一项是一些数的乘积，  

行列式阶数 项数 每项的构成 每项的符号 

1 1 不同行、不同列元素的乘积 ？ 

2 2 不同行、不同列元素的乘积 ？ 

3 6 不同行、不同列元素的乘积 ？ 

4 24 不同行、不同列元素的乘积 ？ 

低阶行列式（阶数≤4）的项数与其阶数的关系是比较显然的，即n阶行列式展开后的项数

为 ；其中每一项是不同行、不同列元素的乘积；关键是每项前的符号有何规律，其规律

却不是那么明显。显然，如果我们规定每项中元素的次数如下：所有的元素按行标从小到大

的次序排列，那么这些元素的列标就完全决定了这一项，因此也就决定了这一项的符号，因

此我们可以从列标的排列方式来查找其规律；当然，我们亦可将一项中的元素首先按列标从

小到大排列，此时这些数的行标就决定了这一项，因此这时行标的排列也就决定了这一项的

符号，因此也可以从行标的排列方式来查找其规律。总而言之，我们需要考虑一个排列与一

项的符号之间的关系，因此就引出了如下定义。 

!n

 

习题 2.1 

1 请验证对于三阶行列式，如下性质成立 

（1） 互换行列式的两行，行列式的值改变符号； 

（2） 行列式的一行乘以一个非零数 k ，所得行列式的值为原来行列式的 k 倍； 
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（3） 行列式的一行的某个倍数加到另一行上，行列式的值保持不变。 

§2.2   排列及逆序数 

定义 2.1    元排列 n

        n 个自然数1, 排成一个有序数组，称为一个 元排列。 2, ,n n

 

例 2.1     排列的例子 

   13254           5 元排列 

            65(12)798(11)312(10)4       12 元排列 

            (2n)(2n-2)…42(2n-1)(2n-3)…31     2n 元排列 

 

显然， 元排列共有 个。 n !n
 

为了对 n 元排列展开讨论，需要引入对 元排列的表示方法。 n 元排列一般表示为：

，其中 分别为1 2 中互不相同的数， 为该排列 中的第 k 个

数，下标 表示 位于该排列中的第 位。（注意：符号 可用任何其它符号代替） 

n

1 2 ni i i 1 2, , , ni i i

ki

, , ,n

k

ki 1 2 ni i i

k i

例如：若 13254 表示为 ，则1 2 3 4 5i i i i i 1 2 3 4 51 3 2 5,  ,  ,  ,  i i i i i 4     。 

在所有的 元排列中，只有12n 1( )n n 是严格按照从小到大的次序排列的，我们称之

为自然排列。在其它的n 元排列中，必然会出现较大的数排在较小的数前面的情况。 

 

定义 2.2  逆序与逆序数 

在 元排列 n

1 2 j ki i i i i   n

k

 

中，如果 （即前面的数大于后面的数），则称这两个数构成一个逆序；例如，在 5 元

排列 13254 中，3 与 2 构成逆序，5与 4 构成逆序，而 3与 5 不构成逆序。一个排列

的逆序总数称为该排列的逆序数，记作

ji i

1 2 ni i i

 1 2 ni i i  。例如，5 元排列 13254 中，构成逆序的

有：3 与 2、5 与 4，因此 13254 的逆序数为   213254  。 

 

定义 2.3  奇排列与偶排列 

逆序数为奇数的排列称为奇排列，逆序数为偶数的排列称为偶排列。 

 

逆序数的计算 

首先令 ，然后将排列中的每两个数拿出来进行比较，如果这两个数构成逆序，则0t  t
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增加 1，直到该排列中的任意两个数都进行了比较，则 的最后结果就是该排列的逆序数。 t
 

或 

 1 2 ni i i   （ 后比 小的数的个数) 1i 1i

     +（ 后比 小的数的个数) 2i 2i

     +  

     +（ 后比1ni  1ni  小的数的个数) 

 

例 2.2 用上述方法计算排列的逆序数 

14532 0 2 2 1 5( )      ， 

1
1 21 1 2 1

2

( )
( ( ) )

n n
n n n n


         ， 

这说明，排列 的奇偶性为： 1 2( )n n   1


3

        当 时，为偶排列； 4 4 1n k k ，

        当 ，为奇排列。 4 2 4n k k  ，

2 2 2 42 2 1 2 3 31(( )( ) ( )( ) )n n n n     

2

2 1 2 3 1 1 2

1 3 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n n n n

n n n n
n

           
 

  

  1
 

 

定义 2.4  对换与邻换 

    将一个排列中的两个数互换位置，而其它的数保持位置不变，这样得到另外一个排列，

这样的变换称为对换，而对换相邻的两个数称为邻换。 

 

例 2.3    5 元排列 13254，互换 3、5的位置得到 15234。 

 

定理 2.1  任一排列经过一次对换必改变排列的奇偶性。 

(例如： 13254 的逆序数为 2，为偶排列，  

        15234 的逆序数为 3，为奇排列；) 

证明：首先考虑互换位置的数相邻的情况。设 元排列 n

  (2.37) 1 2 1 1k k k ni i i i i  i

i

互换 的位置得到排列 1,k ki i 

  (2.38) 1 2 1 1k k k ni i i i i  

考虑这两个排列的逆序数的差别。显然，在这两个排列中，只有 1,k ki i  这两个数的相对次序
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发生了变化，因此根据逆序数的定义，这两个排列的逆序数相差 1：若 在排列1,k ki i  (2.37)中

构成逆序，则在排列(2.38)中不构成逆序，反过来，如果 1,k ki i  在排列(2.37)中不构成逆序，

则在排列(2.38)中构成逆序。故它们的奇偶性相反。 

 

如果要互换位置的数不相邻，例如排列 

  (2.39) 1 2 1 1 1j j j k ki i i i i i i i    1k ni 

1k ni  

1k j

互换 的位置得到排列 ,j ki i

  (2.40) 1 2 1 1 1j k j k ji i i i i i i i  

这个对换可通过如下方式实现：首先 依次与右边的ji  

k j

个数互换得到 

                共1 2 1 1 1 1j j k j k k ni i i i i i i i i      1  次邻换 

然后 互换位置，得到 ,j ki i

             1 次相邻数对换 1 2 1 1 1 1j j k k j k ni i i i i i i i i     

然后 依次与左边的 个数互换得到 ki 1k j 

            共1 2 1 1 1 1j k j k j k ni i i i i i i i i      1k j  次邻换 

总共 次邻换，根据已有结论即得命题。  2 1k j  1

 

下面用例子说明这一过程： 

  132546      交换 3、4的位置得到        142536     

可通过如下方式达到此目的： 

   132546→ 123546 → 125346 → 125436 → 124536 → 142536 

一共经过了 5 次邻换。 

 

实际上，排列、逆序数的概念可以做简单的推广。设 1 2, , , , ,, ,j ka a   na a a 为任意

个自然数，把它们排成一行，得到

n

1 2 j ka a a a a   n ，称之为 元排列，若n j kaa  ，则

称 ,j ka a 构成一个逆序，而 1 2 j k na a a  



a a 中的所有逆序之和称为该排列的逆序数，即

为  1 2 j ka a a   na a ；排列数为奇数的排列称为奇排列，排列数为偶数的排列称为偶

排列。 

 例如，1532 为 4 元排列，其逆序数为 3，是奇排列。对于排列 164235，其逆序数为 6，



第二章  行列式                                - 44 -  

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

为偶排列。 

 

问题：已知 164235 为偶排列，现在从中去除 3 这个数，得到排列 16425，请问它的逆

序数为多少？其奇偶性与 164235 的奇偶性有何关系？如果在排列 16425 中所有比 3 大的数

都减 1，得到排列 15324，这是一个严格意义上的 5 元排列，那么 15324、16425 的逆序数有

有何关系？ 

一般情况下，从 元排列n 1 2 1 1j k k ka a a a a a a    n 中去除 ，得到 个数的排列ka 1n 

1 2 1 1j k k na a a a a a  

1 2 1



ka

1

，已知 是 中第 个数（即若将 按从小

到大排列，此时 为第 个数），请问这两个排列的奇偶性有何关系？如果把

ka 1 2, , , na a a l 1 2, ,a a  , na

l

j k k na a a a a a  

1 2 1 1

 中所有比 的数都减 1，而比 小的数都保持不变，得到ka ka

j k k nb b b b b   b ，那么这两个排列的逆序数又有何关系？能否得到一般的结论？ 

 

习题 2.2 

1 请回答如下问题 

（1） 全体n 级排列中，奇排列和偶排列各占多少?  

（2） n 元排列 与 1 2 1的逆序数有何关系？ 1 2 1n ni i i i n ni i i i 

（3） 全体n 级排列的逆序数总和等于多少?  

2 计算以下排列的逆序数，并判断其奇偶性。 

（1）47312658  （2）    135 2 1 2 2 2 42n n n    

3 请试着回答本节最后一段所提出的问题。 

 

§2.3  行列式的定义及性质 

有了上一节所引入的奇排列、偶排列的概念，我们可以考虑低阶行列式中各项的符号，

可以验证，其符号由如下方式决定：首先将各项的数按行标从小到大排列，然后由这些数的

列标依次序排成一个排列，若该排列为偶排列，则该项取正号，若该排列为奇排列，则该项

取负号。因此，我们可按得到的规律推广行列式的概念。 

  

定义 2.5  阶行列式 n

   设有 个数 将它们排成n 行、 列 2n 1 2 1 2, , , , ; , , ,ija i n j n  

n

n

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n n

a a a

a a a

a a a




  

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定义函数如下 

 1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 ( )( ) n

n

n

n

n j j j
j j nj

j j j

n
n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

  







  

 为 阶排列

  (2.41) 

称该函数为 阶行列式，上述行列式有时也记作n ij n
a ，或记作 ija 。 

注释： 为求和号，对于每一个n 元排列 1 2 nj j j ，都有一项 

  1 2

1 21 21
( )


 n

n

j j j

j j nja a a


 

与该排列对应，由于 元排列共有 个，因此共有 个这样的项，然后把这 项相加，所

得结果就是 阶行列式。（关于求和号  的进一步说明参见附录） 

n !n !n !n
n

 

根据 n 阶行列式的定义， 阶行列式是所有不同行、不同列元素乘积的代数和。（由于

其中每一项   中的 个数 位于不同行、不同列） 

n

1 2j j
1 2

1 21
( )


 n

n

j j j

nja a a


n
1 21 2, , ,

nj j nja a a

 

以 为例， 3n 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 12 13

21 22 23 1 2 3

31 32 33
3

1 ( )

      

      ( )

      

j j j
j j j

j j j

a a a

a a a a a a

a a a

 
为 阶排列


 

根据定义，三阶行列式是 3!=6 项求和的结果。 

1 2 3 123j j j  时，对应项为 

123 0
11 22 33 11 22 33 11 22 331 1( )( ) ( )a a a a a a a a a   

， 

1 2 3 132j j j  时，对应项为 

132 1
11 23 32 11 23 32 11 23 321 1( )( ) ( )a a a a a a a a a    

， 

1 2 3 213j j j  时，对应项为 

213 1
12 21 33 12 21 33 12 21 331 1( )( ) ( )a a a a a a a a a    

， 

1 2 3 231j j j  时，对应项为 

231 2
12 23 31 12 23 31 12 23 311 1( )( ) ( )a a a a a a a a a   

， 

1 2 3 312j j j  时，对应项为 

312 2
13 21 32 13 21 32 13 21 321 1( )( ) ( )a a a a a a a a a   

， 
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1 2 3 321j j j  时，对应项为 

321 3
13 22 31 13 22 31 13 22 311 1( )( ) ( )a a a a a a a a a    

， 

把这六项求和，就得到三阶行列式 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 12 13

21 22 23 1 2 3

31 32 33

11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31

13 21 32 13 22 31

1 ( )

      

      ( )

      

j j j
j j j

j j j

a a a

a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

 

   

 


为3阶排列



 

注意：在确定每一项的符号时，首先需要将这些项 按行号从小到大排列，然

后再看列号所构成排列的奇偶性。 

1 21 2 nj j nja a a

 

某些特殊的 阶行列式可以用定义来计算。 n
 

例 2.4  计算上三角行列式 

11 12 13 1

22 23 2

33 3

0

0 0

0 0 0

          

            

              

              

                 

n

n

n

nn

a a a a

a a a

a a

a





  


 

解：根据行列式的定义可知，行列式是所有不同行、不同列元素乘积的代数和， 

1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 ( )( ) n

n

n

n

n j j j
j j nj

j j j

n
n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

  







  

 为 阶排列


 

也 就 是 个 形 如 的 项 的 和 。 如 果 其 中 某 个 项

的 个数 中有一个为 0，则这一项乘积为 0，在

求和时就不用考虑这一项，故在计算行列式的时候，只要考虑这 个数都不为 0 的项。在这

个行列式中，在 行只有一个非零元素 ，由于第 列已经选了 ，在 行中只能选

非零元素 ，依此类推，在第 i 行只能选 ，因此这个行列式只有一个非零项 

!n

( )nj

,a 

1 2

1 21 21  ( )( )  n

n

j j j
j j nja a a

nnja n
1 21 2, , ,j ja a a

nna

iia

1 2

1 21 21 ( )  j j
j ja a

n

1 1n n

nnj

n

n nna 1n 

12
11 221 ( )( ) n

nna a a  
 

而其它的项都为零，因此该行列式的值为 
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11 12 13 1

22 23 2

33 3 11 22

0

0 0

0 0 0

          

            

               

              

                  

n

n

n

nn

a a a a

a a a

a a a a

a







  


nna  (2.42) 

 

例 2.5  计算行列式 

1

2 1 2

3 2 3 1 3

1 2 2 1

0 0 0

0 0

0
,

, ,

, ,

                         

                   

             

                             

          



 

 







   


n

n n

n n n

n n n n

a

a a

D a a

a a a a

,n

nn

a  

解：与上例类似，这个行列式的展开式中，也只有一项不为零，有 

  1 21

1 2 1 1 2 11
( ( ) )

, ,


  

 n n

n n nD a a


n na a  
1

2
1 2 1 1 2 11

( )

, ,



   
n n

n n n na a a a  

 

一般的 阶行列式，只有在阶数很低时才可能用定义式n (2.41)计算！阶数稍高的行列式

直接用定义式计算是不可行的，甚至是不可能的。各位可以估计一下用定义式计算 n 阶行列

式需要多长时间。我们知道， 阶行列式是 项的求和，其中每一项是 n 个数相乘，然后

取相应的正负号，即使是不考虑计算逆序数的时间，那么用行列式的定义式计算 阶行列式

需要做 次乘法、 次加法，我们也忽略掉计算 次加法的时间，只考虑计算 次乘法

的时间。即使是 n ，在主频为 3GHz的个人计算机上（假设至多每秒计算3 2 次乘法），

那么用定义式计算 20 阶行列式至少需要

n !n
n

30

!n !n

20

!n !n

 

302 
20

3600
2 4

3 24 365

!
.

 
年！基于如上分析，

既然如此简单的行列式都无法计算出来，那么是不是行列式不具有实际的应用价值呢？实际

上并非如此。为了使得行列式的计算在实践中可行，我们需要讨论行列式是否具有特别的性

质，我们能否利用行列式的这些性质来计算行列式。而讨论行列式的性质在部分上也就是回

答问题 2.2。 

 

 下面我们讨论行列式的性质。由于行列式是在求线性方程组的公式解时提出来的，而我

们知道：对线性方程组作初等变换，不改变它的解。因此，对应的运算作用于行列式，又会

有什么结论呢？这实际上就是回答问题 2.2。 

设 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n n

a a a

a a a
D

a a a






  
 n

 

将该行列式的行、列互换得到的行列式 
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11 21 1

12 22 2T

1 2

n

n

n n n

a a a

a a a
D

a a a






  
 n

 

称 为行列式 的转置行列式。 
TD D

 

性质 1   行列式与它的转置行列式相等，即 
TD D  

（说明：我们在考虑行列式定义式中某一项的符号时，我们是首先将一项中的数按行标从小

到大排列，然后是根据这些数的列标所构成排列的奇偶性来确定其符号。实际上，我们也可

以尝试首先将一项中的数按列标从小到大排列，然后考虑这一项的符号与这些数的行标所构

成排列的奇偶性的关系。从低阶行列式的情况可知，一项的符号也是与此时的行标所构成排

列的奇偶性所决定，若为偶排列，则该项的符号为正，否则为负。这就是本性质的背景。） 

证明：令 

11 21 1 11 12 1

12 22 2 21 22 2T

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n n

a a a b b b

a a a b b b
D

a a a b b b



 

 
 

     
  n

 

显然有 

ij jib a ，    1 2, , , ,i j n   

 对于行列式 中的每一项 ，其符号为 ，那么这一项也在行列

式 中出现，根据 的对应关系，我们知道

D
1 21 2 nj j nja a a 1 21 (( ) nj j j 

1 2j j nja b

)

n
TD ,ij jib a

1 21 2 1 2n nj j ja a b b

1 21 2 nj j j nb D

n

n



n

n

，因此这一

项在 中的对应项为b b ，但是这一项 在 中的符号是否与它在

中的符号相同？根据行列式的定义，为确定这一项的符号，我们需要先将这 个数首先

按行标从小到大排列，然后按考虑其列标所构成排列的奇偶性。虽然此时这 个数的行标并

不是从小到大排列的，但是我们可以交换这 个数的次序，使得这 个数是按行标从小到大

排序的，然后再考虑这 n 数的列标所构成的排列的奇偶性。当然这个重新排序的过程也可以

逐步进行，首先将行标为 1 的数交换到第一个位置，然后将行标为 2 的数交换到第二个未知，

如此下去，直到所有的数按行标从小到大排列。现在我们考虑这 个数行标、列标排列的逆

序数之和。这一项为 

TD
1 21 2 nj nb

n

j j b b T

n
D n

   
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( )

1 2 1 2

( ) (12 )

1 2

1 1

1


  

 

 

 

 



n n

n n

n

n

j j j j j j

j j nj j j j

j j j n

j j j n

a a a b b b

b b b

 

 
 

将 重新排序后，行标排序成12 ，假设这时列标排成 ，则

就变为 ，由于交换 中两个数的位置时，其行标、列

1 21 2, , ,
nj j jb b b

1 21 2 nj j j nb b b

n

1 21 2k kb b 

1 2 nk k k

1 21 2 nk k nkb b b
nnkb
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标所构成的排列同时做了一次对换，其奇偶性同变化，因此交换两个数的位置前后，其行标、

列标所构成排列的逆序数之和的奇偶性是不变的，既然是交换两个数的位置时有这个结论，

那么多次交换两个数的次序时，该结论仍然成立，因此 

     

     

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

12

1 2

12

1 2

1 2

1

1

1
( )







 

 

 

 









n

n

n

n

n

n

j j j n

j j j n

n j j j

k k nk

k k k

k k nk

b b b

b b b

b b b

 

 



 

而这显然是 中的一项。既然 中的每一项都是 中的一项，且符号相同，因此我们就

证明了这个结论。               

                   ■ 

TD D TD

 

 因此，以后对行列式的行成立的性质，对行列式的列也成立。 

 

性质 2   如果行列式中两行互换，则行列式改变符号。  

11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in k k k

k k kn i i in

n n nn n n n

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

 

 
     

 
     

 
     

 

n

n

 

证明：考虑左边行列式中的一项，即在第 行中选取第i ij 列（ 1 2, , ,i n  ）数所确定的项  

1 21 2 i kj j ij kj nja a a a a  
n
 

其符号为 

  1 21
( )


  i k nj j j j j

 

右边的行列式中也会出现 这一项——除了在第 行选第
1 21 2 i kj j ij kj nja a a a a  

n
k

i
j 列

（ ）、在第 i 行选第
iija

k
j 列（ ）外，其它各行（第 l 行）选第

kkja lj 列）。而在右边的行列式

中， 位于第 行、第
iija k ij 列， 位于第 行、第

kkja i kj 列，而这两个数的列标保持不变，这

一项中其它的数的行标、列标都保持不变，因此该项在右边的行列式中的符号为 

  1 21
( )


  k i nj j j j j

 

显然， 1 2 i k nj j j j   j n与 1 2 k ij j j j   j 相差一个对换——互换第 个数。据对换

的性质，我们知道，对于左边行列式中的每一项 

,i k
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1 21 2 i kj j ij kj nja a a a a  
n
 

在两边行列式中都有相同的一项，而只是符号相反，因此命题成立。 

                   ■ 

 

推论 1 如果行列式有两行(列)完全相同，则此行列式为零。 

 

性质 3 以数 乘以行列式一行的元素，等于用 乘此行列式 。 k k

11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 2 1 2

n n

i i in i i in

n n n n n n

a a a a a a

kka ka ka a a a

a a a a a a



 
     

 
     

  n

 

证明： 

 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1

( )

( )

( )

 















 

 

左边＝

右边

n

i n

n

n

i n

n

j j j

j j ij nj
j j j

j j j

j j ij nj
j j j

a a ka a

k a a a a




 

 

推论 2 行列式中如果有两行(列)成比例，则行列式为零。 

 

性质 4   若行列式的某一行(列)的元素都是两数之和，则该行列式等于两个行列式的和。 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2

n n

i i i i in in i i in i i in

n n nn n n n n n

a a a a a a a a

b c b c b c b b b c c c

a a a a a a a a

   

 
       

 
       

 

n

nn

a

a









 

证明： 

 

   

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1

1 1

( )

( ) ( )

( ) 

   





 





 

 

 

   

左边＝

右边

n

i i n

n

n n

i n i

n n

j j j

j j ij ij nj
j j j

j j j j j j

j j ij nj j j ij nj
j j j j j j

a a b b a

a a b a a a c a



 

n
 

 

性质 5 将行列式某一行的各个元素都乘以同一数 k 后加到另外一行对应的元素上去(简

称：将一行的 k 倍加到另外一行)，行列式不变。 
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11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

j j jn j i j i jn in

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a a a a

a a a a ka a ka a ka

a a a a a a


  

 
     

 
     

 

     
 

 

11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

1 21 2

n n

i i in i i i

j j jn i i

n n nn n nn

a a a a a a

a a a a a a

a a a ka ka ka

a a aa a a

 

 
     

 
     

 
    



n

in

n

 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j j

n n n

a a a

a a a

a a a

a a a




  


  



  


n

n

的 !

 

                  ■ 

 

性质 6      行列式按行展开 

 根据定义， n 阶行列式是 项的代数和，其中每一项是 个不同行、不同列元素的乘

积。在这 n 项中，含有a 共有 ( )n

!n n

! ij 1 项 !，这 ( )n 1 项 后中的每一项提取出 ija ，得到新

的 ( )n ，显然，这新的 ( )n 中的每一项是原来行列式中 n1 !项 1 !项 1 个

n

不同行、不同列

元素的乘积，且这 n 元素位于原来行列式中的第 1 11 个 1,, , i i, ,   行、第

列。由于这1 1,j j 1,, , ,n  1n  行、 1n  列元素可定义一个 1n  阶行列式，该

阶行列式共有 ( 项。自然的问题：这新的 (

1n 

1)!n  1)n ! 项的和与原来行列式中去掉第 行、

第

i

j 列后的 阶行列式是否有密切的关系？我们也可以用低阶行列式来看一下是否有普

遍的规律，各位读者可自行试验一下。 

1n 

（将第 行的 倍加到第 行） i k j



第二章  行列式                                - 52 -  

 

定义 2.6    余子式、代数余子式 

      在n 阶行列式 ija 中，划去 所在行(第 行)、所在列(第ija i j 列)的元素，其它元素的

相对位置保持不变，这些元素定义一个 1n  阶行列式，该行列式称为元素 的余子式，记

做

ija

ijM ，而  1
i j

ij ijA M


  称为 的代数余子式。 ija

 

 5 阶行列式 

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

         

        

        

        

        

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

 

的元素 的余子式、代数余子式分别为 23a

 

 

  

定理 2.2   行列式 ij n
D a 等于它的任意一行的元素与其代数余子式的乘积之和 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
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  (2.43) 1 1 2 2
1

n

i i i i in in ik ik
k

D a A a A a A a A


    

   （称之为行列式按第 i 行展开） 

证明：首先考虑一种最简单情形——行列式的最后一行中只有最后一个数不为零： 

1 2

1 2

1 2

11 12 1 1 1

21 22 2 1 2

1 1 2

1 1 1 2 1 1 1

1

0 0 0

,

,
( )

, , , ,

( ) n

n

n

n n

n n
j j j

j j nj
j j j

n n n n n n
n

nn

a a a a

a a a a

D a

a a a a

a





    

   






   



为 阶排列

 a a  

由于第 行中只有 ，因此在行列式定义的展开式中，只有这些项 n 0nna 

  1 2 1

1 2 11 2 11
( )

,



 n n

n

j j j j

j j n j nna a a a


  1 2 1nj j j  n

a

a

为 元排列 n

才不为零，因此  

 

 

 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1

11 12 1 1

21 22 2 1

1

1

1

1

( )

,

( )

,

( )

,

,

,































 

 

 






























  

为 阶排列

为 阶排列

为 － 阶排列

n

n

n

n

n

n

n

n

n

j j j n

j j n j nn
j j j n

n

j j j n

nn j j n j nn
j j j n

n

j j j

nn j j n j
j j j

n

n

n
nn

n

D a a a

a a a a

a a a a

a a a

a a a
a

a







1 1 2 1 1, , ,  

 



nn nn nn nn

n n n

a M a A

a a

 

然后考虑第二种情况——某一行中只有一个数不为零： 

11 12 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1

0 0 0 0 0

, ,

, , , , ,

, , , , ,

, ,

j j j

i i i j i j i j i n

ij

i i i j i j i j i n

n n n j nj n j n

a a a a a a

a a a a a a

aD

a a a a a a

a a a a a a

 

       

       

 



 

     
 

 

 

     
 

,

,

n

n

 

这种行列式的某一行中只有一个数不为零（这里是在第 i 行中，只有第 j 个数不为零）。我

们首先利用行列式的性质将其转化为第一种情形——将只有一个非零元素的行“换到”最后

一行、这个非零元素“换到”第 n 列，同时保持其它各行、各列的相对位置不变；然后利用

第一种情况的结论。我们可通过如下步骤达到该目的：首先将第 行与第 行互换，然后i 1i
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是 行与第 行互换，……，最后将1i  2i  1n  行与第 n 行互换，这样就将 中的第 i 行换

到了第 行，而 行到第 行则整体上移到第 行到第

2D

n 1i  n i 1n  行，即 

11 12 1 1

1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

1 2 1

0 0

, , , ,

, , , ,

j j j n

i i i j i n

i i i j i n

n n j nn

ij

a

a a

a a

a

a

 

 

 

 
 

 

 
 

 

1 1

1 1

1 1

0

,

,

i j

i j

n j

a

a

a

a





1 1

1

1

, ,

, ,

i j

i j

n

a

a

a

a

 





 

3D 

1





0 0

a a

a a

a a

a a

 

 





i

,

,

nj

a

a





  

  
 

显然这个过程共进行了n 次行交换，因此根据行列式的性质有 

 1 3 2D D
n i

 

类似地对列作交换，将 所在的列换到最后一列，而其它各列的相对位置不变，即得到 ija

11 12 1 1

1 1

1 1

0

,

,

i j

i j

n j

a

a

a

a



 





1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

1 2

0

, ,

, , , ,

, , , ,

, ,

j j n j

i i i j i n i j

i i i j i n i j

n n n j nn nj

ij

a a

a a a

a a a

a a a

a

 

 

   

 

    

    

1

1

1

0

,

,

a



 





4

4D 

3

1



1



 


 

 


 

 0 0

a a

a a

a a

a a

 

 

显然， 经过 次交换相邻列的运算化为 ，因此 D n j D

 14 3

n j
D D


   

4D 已经是第一种情况的类型，因此 

11 12 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

4
1 1 1 2 1 1 1

1 2 1

, , , ,

, , , ,

n

i i i j i n

ij
i i i j i n

n n n j nn

ij ij

a a a a

a a a a
D a

a a a a

a a a a

a M

    

    



 

    
 

 

    
 

1 1

1

1

, ,

, ,

j j

i

i j

n

a

a

a

a

 



 

 

1

1

1

,

,

j

j












 

故有 
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     
   

4 3

2

2 2

1 1 1

1 1

n j n j n i

ij ij

n i j i j

a M D D D

D D

 

   

     

   

2



 

 而       2 1 1
i j i j

ij ij ij ij ij ijD a M a M a A
 

      

而一般情形可用行列式的性质 4 来考虑： 

11 12 1 11 12 1

1 2

1 2

                                                                    

                                           

            

                  

           

n n

i i in

n n nn

a a a a a a

a a a

a a a



 
   


  



1 2

1 2

0 0 0 0 0 0 0

                                 

          

                                                          

                                                        

i i

n n n

a a

a a a

       
 

   
  



ina

n

 

11 12 1 11 12 1

1 2

1 2

                          

                                        

      0           0 0                0

                                  

            

n n

i i

n n nn

a a a a a a

a a

a a a

 

 
     

 
    



11 12 1

1 2 1 2

1 1 2 2

             

                   

0        0          

                         

                        

n

in

n n nn n n nn

i i i i in in

a a a

a

a a a a a a

a A a A a A

 

   


  

 
   

 


 

这样我们就证明了该定理。             ■ 

 

上述定理我们也可以用行列式的定义直接加以证明，这需要对逆序数、行列式的定义有

较深刻的理解。  

   1 2 1 1

1 2

1 2

1 21
    


 

为 阶排列

＝ i i i n

i n

n

j j j j j j

j j ij nj
j j j

n

D a a a a

n


n

n
a a

n

 

（在行列式的展开式中，把所有含有第 i 行的第 个元素 的项合并到一起） k ika

   1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1
1

1 , ,
     

        

i i n

i i

i i n

n
j j j kj j

j j i j ik i j nj
k j j j kj j

n

a a a a a a 

 

 

 


    

 
 

为 阶排列


 

（提取公因式 ，那么其余 个数 位于行列式 的除

第 i 行的 行、除第 列的 列中） 

ika 1n 

1n 

1 2 1 11 2 1 1  , ,, , , , ,
i ij j i j i j nja a a a a D

1n  k

   1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1, 1,
1

1

        

  i i n

i i

i i n

n
j j j kj j

ik j j i j i j nj
k j j j kj j

n

a a a a 

 

 

 


    

 
 

为 阶排列


 

（为了便于计算排列 1 2 1 1i ij j j kj   j 的奇偶性，应用邻换将 从排列中的第 i 位换到第

一位，根据关于置换对逆序数奇偶性的影响，） 

k
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     1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1

1 2 1 1
1

1 1 , ,

        

  i i n

i i

i i n

n
kj j j j j i

ik j j i j i j nj
k j j j kj j

n

a a a 

 

 


 



     

 
 

为 阶排列



n
a a a

n n

 

n
a a a

 

（由于 为 元排列， 中比 小的数有 个，因此 1 2 1 1i ikj j j j j   n 1 2 1 1i ikj j j j j   k 1k 

  1 2 1 1 1 2 1 1 1i i n i i nkj j j j j j j j j j k         ） 

     1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 1

1 2 1 1
1

1 1 1 , ,

        

 ( ) i i n

i i

i i n

n
i kj j j j j

ik j j i j i j nj
k j j j kj j

n

a a a 

 

 

 
 



      

 
 

为 阶排列


 

（把里层求和号中的公因子    1 1
1 1

i k 
  提取出来） 

   1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1
1

1 1 , ,

        

 ( ) i i n

i i

i i n

n
i k j j j j j

ik j j i j i j nj
k j j j kj j

n

a a a a 

 

 


 



     

 
 

为 阶排列



n
a a

n

 

( 排列 1 2 1 1i ij j j kj   j n与排列 1 2 1 1i ij j j j   j

n
a a

n

一一对应) 

     1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1

1 2 1 1
1

1 2 1 1

1 1 , ,
        

, , , - , , ,

  

 

 


 





     

 

 

 

为 的排列

i i n

i i

i i n

n
i k j j j j j

ik j j i j i j nj
k j j j j j

k k n

a a a a


 

（把 行的行号减 1，在列号1, ,i   1 2 1 1i i nj j j j   j ，把所有比 大的数减 1，根据行

列式的定义可知，

k

   1 2 1 1

1 21 2
i i nj j j j j

j ja a  

1 1

1 2 1 1

11
i i n

i j nj
j j j j j

a a a
 

 
 


1, ,i ii j  n ika 为 的余子

式 ikM ） 

 
1

1  




 
n

i k

ik ik
k

a M
1

n

ik ik
k

a A




 

 

该定理有一个重要的推论。 

 

推论 3  一行元素与另外一行元素的代数余子式乘积之和为 0 

  (2.44) 1 1 2 2
1

0


      ,
n

i j i j in jn ik jk
k

a A a A a A a A i j 

证明：考虑如下两个行列式 
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11 12 1

1 2

1

1 2

1 2

n

i i i

j j j

n n n

a a a

a a a

D

a a a

a a a




  


  



  


n

n

n

，   

11 12 1

1 2

2

1 2

1 2

n

i i i

i i i

n n n

a a a

a a a

D

a a a

a a a




  


  


  



n

n

n

 

显然， 是在 中，将其第2D 1D j 行元素换为第 i 行元素的结果，由于 2 有两行相同，因此

该行列式为零。我们注意到：行列式 1 、 2 中，

D

D D 其第 j 行对应元素的代数余子式是相同的

。即：如果令 1D 中第 k 行、第 l 列元素的代数余子式为 kl ， 2D 中第 k 行、第 l 列元素的代

数余子式为 kl

A

B ，则有 

1 2,             , , ,jl jlA B l   n  

因此，我们将 按第2D j 行展开，就有 

2 1 1 2 2

1 1 2 2
1

0 i j i j in jn

n

i j i j in jn ik jk
k

D a B a B a B

a A a A a A a A


    

    




 

命题得证。  

                   ■ 

 

根据性质行列式的性质 1，也有 

 1 1 2 2
1

0  
n

i j i j ni nj ki kj
k

a A a A a A a A i j


       

即： i 时，所有第 i 列元素与第j j 列对应元素的代数余子式乘积之和等于 0。 

 

综合以上的定义与推论，我们有 

 1 1 2 2
1 0

           

              

n
ij

i j i j in jn ik jk
k

a i
a A a A a A a A

i j

      



j

 (2.45) 

 1 1 2 2
1 0

           

              

n
ij

i j i j ni nj ki kj
k

a i
a A a A a A a A

i j

      



j

 (2.46) 

现定义克雷勒克尔（Kronecker）符号 

1

0

           

          ij

i j

i j


  

  
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则有(2.45)、(2.46)分别可记作 

 
1

n

ik jk ij ij
k

a A a


   (2.47) 

 
1

n

ki kj ij ij
k

a A a


   (2.48) 

 

Laplace 定理 

定义 2.7  行列式的子式 

设 是一个 阶行列式，在 中取D n D  1k k n  行  1 2 ki i i   、 列k

 1 2 kj j  j

k

 

D

，由这些行与列相交处的元素按原来相对位置所构成的 k 阶行列式，我

们称之为 的一个 阶子式，记作
1 2

1 2

, ,

, ,D

i i
N

,

,
k

k

i

j j j

 
 
 


，简记作

1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i
N

j j j

 
 
 




。 

 

定义 2.8  余子式、代数余子式、主子式 

 设
1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i
N

j j j

 

 


 是 n 阶行列式 的一个 阶子式，在 中划去 所在的行、列后，

剩下的元素按原来的相对位置构成的

D

n

k D N

k 阶子式称为子式
1 2

1 2

, ,

, ,

i i ,

,
k

k

i
N

j j j
 

 


的余子式，记

作
1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i
M

j j j

 
 
 




；称 

  1 2 1 21 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , ,
1

, , , , , ,
k ki i i j j jk k

k k

i i i i i i
A M

j j j j j j
         

    
   

  
 

 

为子式
1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i
N

j j j

 

 


 的代数余子式。若子式

1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i
N

j j j

 

 


 所在行的序数与所在列的

序数相同，则称子式 为 的一个主子式。 N D
 

在四级行列式 

1 2 1 4

0 1 2 1

0 0 2 1

0 0 1 3


D  
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中选定第一、三行，第二、四列得到一个二阶子式
1,3 2 4

2,4 0 1
N
 

 
 

，N的余子式为

1,3 0 2

2,4 0 1
M
 

 
 

，N的代数余子式为     1 3 2 41,3 0 2
1

2,4 0 1
M

   
  

 
。 

 

在五阶行列式 

11 12 15

21 22 25

51 52 55






  


a a a

a a a
D

a a a

 

中

12 13 15

22 23 25

52 52 55

1, 2,5

2,3,5

a a a

N a a a

a a a

 
 

 
与

31 34

41 44

1, 2,5

2,3,5

a a
M

a a

 
 

 
互为余子式。 

 

引理2.1 行列式 的任一个子式 与它的代数余子式D N A的乘积中的每一项都是行列式

的展开式中的一项，而且符号也一致。 

D

证明（*）：先证明 位于行列式D的左上方的情形，即 的情形： N
1,2, ,

1, 2, ,

k
N

k

 

 


 

11 1 1, 1 1

1 , 1

1,1 1, 1, 1 1,

1 , 1





   







 
  

 
 

  
 

k k

k kk k k

k k k k k

n nk n k

a a a

M

a a a
D

a a a a

M

a a a







n

kn

k n

nn

a

a

a



k
M

k






 

此时，  的代数余子式A为 
1,2, ,

1, 2, ,

k
N

k

 

 




    1 2 1 21, 2, , 1, 2, , 1, 2, ,
1

1,2, , 1, 2, , 1, 2, ,
n nk k

A M
k k

           
       

     

  
 

 

1,2, ,

1, 2, ,

k
N

k

 

 




的每一项可写作    1 2

1 21 21 k

k

s s s

s s ka a a
   s



 ，其中 为1, 的

一个排列； 

1 2, , , ks s s 2, , k

1,2, ,

1, 2, ,

k
M

k

 

 




的每一项可写作        1 2

1 21, 2,1 k k n

k k

t k t k t k

k t k t nta a a
  

 

  
   

n
，其中
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1 2, , ,  k kt t tn 为 1, 2, ,  k k

1,2, ,

1, 2, ,

k k
N A

k k

   
  
   

 
 

 

n



的一个排列。 

因此 乘积中的一项为 
1,2,

1,2,

 

,

,

       

    

   

1 2

1 2

1 2 1

1 2 1 2

1 2

k k

k k k n

s s s

    

1 2

1 2

2

1 2 1 2

1 2 1 2

1, 2,

1 2 1, 2,

1 2 1, 2,

1 1

1

1

k k k n

k k

k n

k k k n

k k k n

t k t k t k

k ns s ks k t k t n

k t k

s s ks k t k t nt

s s ks k t k t nt

a a a a

a a a a a a

a a a a a a

   

 

 

 

  
 

 
 

 

  

 

 

 

 

t

s s s t k t

s s s t t t

a a

 



 

 

 

 

1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i

 

 

N

 

于是，这个乘积项是行列式D的展开式中的一项，而且符号也一致。 

下证一般情形： 

现考虑子式
j j j

 

 


 与它的代数余子式的乘积。变动D中行列的次序使

1 2

1 2

, , ,

, , ,
ki i i

N
kj j j




 


 
位于D的左上角。为此，先把第 行依次与1i 1 11, 2, ,1  i i 行对换，这样

经过 次行变换将第 行换到第1行；如此继续下去，一共经过 1 1i 1i

         1 2 1 2          k ki k i i i1 21 2   i i

1 2, , , ki i i

 

 k  

次行变换把第 行依次换到第1, 行。 2, , k

利用类似的列变换，一共经过 

       1 2 1 2          k k1 21 2    j j j k j j j k  

次列变换把第 1 2, , , kj j j

   1 2 1 2       i i i k

1 2

1 2

, , ,

, , ,
k

k

i i i

列依次换到第1, 列。 2, , k

用 表示对 做上述行列变换后所得的新行列式，则 1D D

1  

1D

D

          1 2 1 2 1 21 2
1 1

                  k k kj j j k i i i j j j
D D k D



 

于是， 和D的展开式中出现的项是一样的，只是每一项都差符号 

   1 2 1 21
        k ki i i j j j

 

现在 中子式 N
j j j

 

 




1 1

1, 2, ,

1, 2, ,D

k k
N A

k k

 

 

 
 





的元素位于位于 的左上角，因此

中每一项都是行列式 的展开式中的一项，而且符号也一

致；又因 

1D

1,2, ,

1, 2, ,D

 
 
 

1D
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    

    

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

, , , , , , , , , , , ,
1

, , , , , , , , , , , ,

1, 2, , 1, 2, ,
1

1,2, , 1, 2, ,

k k

k k

i i i j j jk k k

k k k

i i i j j j

D D

i i i i i i i i i i i i
N A N M k

kj j j j j j j j j j j j

k k
N A

k k

      

      

       
        

       
   

    
  

 

 

   
  

 
  





k

 

所以
1 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , ,

, , , , , ,
k

k k

i i i i i i
N A

j j j j j j

   
  
   

 
  中每一项都是行列式D的展开式中的一项，而且符号

也一致。 

 

定理 2.3 (Laplace定理) 设在行列式D中任意取定了  1 1  k k n 行，由这 k 行元素

所组成的一切 级子式与它们的代数余子式的乘积之和等于行列式D。 k

证明（*）：设D中取定 k 行后得到的子式为 1 2, , , tM M M 它们的代数余子式分别为 

1 2, , , tA A A  

由引理得 i iM A 中每一项都是行列式D的展开式中的一项，且符号相同，而
1


t

i i
i

M A 中有

     !
! ! k ! ! !

! !
 


k
n

n
C k n k n k n

k n k
项，又因 i iM A 和  j jM A i j 无公共项，所以

。 
1


t

i

D i iM A

 

例2.6 用Laplace定理计算行列式 

2 1 2 1

1 1 2 1

0 0 2 3

1 1 0 3

D





 

 

解：在 中取定第一、二行，得到六个子式与相应的代数余子式： D

    1 2 1 21, 2 2 1 1,2 2 3
1,     1 6

1,2 1 1 1,2 0 3
N A

      
       

   
 

    1 2 1 31, 2 2 2 1,2 0 3
6,     1 3

1,3 1 2 1,3 1 3
N A

      
           

  

    1 2 1 41, 2 2 1 1,2 0 2
1,     1 2

1,4 1 1 1,4 1 0
N A

     
           
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    1 2 2 31, 2 1 2 1,2 0 3
4,     1 3

2,3 1 2 2,3 1 3
N A

      
            

  

    1 2 2 41, 2 1 1 1,2 0 2
0,     1 2

2,4 1 1 2,4 1 0
N A

     
           

 

    1 2 3 41, 2 2 1 1,2 0 0
4,     1 0

3,4 2 1 3,4 1 1
N A

     
          




 

根据Laplace定理可知，四阶行列式 为上述这六个子式与其代数余子式乘积之和，即 D

     1 6 6 3 1 2 4 3 0 2 1 0 2D                  

 

下面我们利用以上关于行列式的性质来计算一些行列式。首先，我们已经知道了有关行

列式的一些基本结果，例如： 

上、下三角行列式， 

1111 12 1, 1 1

21 2222 2, 1 2

11 22

1,1 1,2 1, 11, 1 1,

1 2 , 1

0 0 0

0 00

00 0

0 0 0

n n

n n

nn

n n n nn n n n

n n n n nnnn

aa a a a

a aa a a

a a a

a a aa a

a a a aa





     



 




       



 

类似地有， 

1

2, 1 2 ( 1)

2
1 2, 1 1,2 1

1,2 1, 1 1,

1 2 , 1

0 0 0

0 0

( 1)

0

n

n n n n

n n n n

n n n n n

n n n n nn

a

a a

a a a a

a a a

a a a a

 

 

   



 




    



 

 

 另外我们也已经讨论了行列式的性质，我们可把一般的行列式利用行列式的性质将它化

作与之相等的上三角行列式。我们举例说明这一方法。 

 

例 2.7  计算四阶行列式

1 1 1 2

1 1 4 1

2 4 6 1

1 2 4 2

D


  




 

解：

2 1

3 1

4 1 2 4

2
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 4 1 0 0 5 3 0 1 5 0

2 4 6 1 0 2 4 3 0 2 4 3

1 2 4 2 0 1 5 0 0 0 5 3

r r
r r
r r r r

D



 

 
   

   



    

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4 3
3 2

5
2 14

1 1 1 2
1 1 1 2

0 1 5 0
0 1 5 0

0 0 14 3
0 0 14 3

15
0 0 5 3 0 0 0 3

14

15
1 1 14 3 57

14
( )

r rr r 



      
 

         
 

 

 

用归纳法容易说明： 

一切行列式都可化为上（下）三角行列式。 

 

例 2.8  计算行列式

2 2             

2          2

1         1         1

a ab b

a a b b  

解：

 

 

2 2 2 2 2

2 3

2
1 3

2 2 3
1 2 2 3

0

2 2 2   2 0

1 1 1 1 1 1

0          0

   1 1 0     ( ) 1     1     0 ( )

0 1 1 0    0     1

a ab b a b ab b

a a b b r br a b a b

r b r

a b a b

c c a b c c a b a b

 
   



     

 

 

例 2.9  计算行列式
2 3 2 4 3 2

3 6 3 10 6 3

a b c d

a a b a b c a b c d
D

a a b a b c a b c d

a a b a b c a b c d

     


     
     

 

解：

4 3

3 2

2 1

0

0 2 3 2

0 3 6 3

   

r r
r r

r r

a b c d

a a b a b c
D

a a b a b c

a a b a b c






  


  
  

 

4 3

3 2

0
 

0 0 2

0 0 3

r r

r r

a b c d

a a b a b c

a a b

ba a





  





4 3
40

 
0 0 2

0 0 0

r r

a b c d

a a b a b c
a

a a b

a

   
 


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例 2.10  计算行列式

1

2

3n

n

a x x x

x a x x

D x x a x

x x x a







   


 

解：从第二行开始，每一行减去第一行 

1

1 2

1 3

1

0 0

0 0

0 0

n

n

a x x x

x a a x

D x a a x

x a a

 
  

 





   
 x

 

1( 2, , )k
j

x a
a x k n j

x a


 


当 时，则可将第 列的 倍加到第一列 

 

1 1
1

2

2

3

1
1 2

1 2

0 0

0 0

0 0 0

( ) ( )

n

n

n

n
n

x a x a
a x x x x

x a x a

a x
D

a x

a x

a x x
x a a x a x

x a x a x a

 
 

 





0

0

x



 
        

 




  


 

＋

＋ 



x

 

 

1, , n ka a x a 若 中只有一个等于 ，不妨设  

1

2

n

n

a x x x

x a x

D

x

x x x x

x x x a



 
 

   
 

   
 

k第 行 

（每一行减去第 行） k
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1

2

1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) (
n

k k n

a x

a x

x x x x

a x

a x a x x a x a x 








    

 
 

   
 

   
 

  )

 

1, , 0n na a x D 若 中有多于一个等于 ，则显然  

 

例 2.11 计算行列式

0 1 2 2

1 0 1 3

2 1 0 4

2 3 4 0 1

1 2 3 1 0

n

n n

n n

n n
D

n n n

n n n

1

2

3

 
 
 



  
  





    



。 

解：（从最后一行开始，每一行减去前一行，得到） 

0 1 2 2 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

n n 
   

  


 






    



1

1 1 2 2 1

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1
  

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

n

n n

c c

n  
   

  


 






    



 

（按第一列展开，得到） 

1 1 1 1

1 1 1

 ( 1)

1 1 1 1

1 1 1 1

n

   
1  

 
 






   



 

（每一行都加上第一行） 

1 1 1 1

0 2 2

 ( 1)

0 0 2 2

0 0 0 2

n

   
2  

 
 






   



 

2 1 2( 1)( 2) ( 1) ( 1) 2 ( 1)n n nn n          
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例 2.12 证明范德蒙行列式 

     
1 2
2 2 2

1 2 1 2

1 1
1 2

1 1 1

, , ,
n

n n

n- n- n-
n

a a a

D a a a a a a

a a a






 
  

 1

 

   

2 1 3 1 4 1 1

3 2 4 2 2

1

1

( )( )( ) ( )

               ( )( ) ( )

                   

                                            ( )

( )

n

n

n n

j i
i j n

a a a a a a a a

a a a a a a

a a

a a



  

    
  

 

 









 

证：用数学归纳法。 时命题显然成立。假设命题对2n  1n  阶范德蒙行列式成立，则 

 
1 2
2 2 2

1 2 1 2

1 1
1 2

1 1 1

, , ,
n

n n

n- n- n-
n

a a a

D a a a a a a

a a a






 
  

 1

 

（从最后一行开始，每一行减去前一行的 倍） 1a

2 1 1
2 2
2 1 2 1

1 2 1
2 1 2 1

1 1 1

0

0

0

n

n n

n n n n
n n

a a a a

a a a a a a

a a a a a a   

 
 

 





  


＝

1

 

（按第一列展开，得到） 

2 1 1
2 2
2 1 2 1

1 2 1
2 1 2 1

n

n n

n n n n
n n

a a a a

a a a a a a

a a a a a a   

 
 

 




 


＝

1

1 1

 

（提取第 列的公因子1i i n   1ia a  ） 

2
2 1 3 1 1

2 1
2

1 1

( )( ) ( ) n
n

n n
n

a a
a a a a a a

a a 

   





 


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而
2

2 1
2

1 1

n

n n
n

a a

a a 




 


是一个 n 阶范德蒙行列式，根据归纳假设，有 1

   

2
3 2 4 2 5 2 2

2 1
2

4 3 5 3 3

1

2

1 1

( )( )( ) (

                ( )( ) ( )

                   

                                             ( )

( )

n
n

n n
n

n

n n

j i
i j n

a a
a a a a a a a a

a a

a a a a a a

a a

a a

 



  

    

   

 

 





 






) 



 

所以 

1 2

2 1 3 1 1

3 2 4 2 5 2 2

4 3 5 3 3

( , , , )

( )( ) ( )

                 ( )( )( ) ( )

                              ( )( ) ( )

                                  

                            

n

n

n

n

D a a a

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a

    

   
  









1

1

                              ( )

( )

n n

j i
i j n

a a

a a



  

 

 

  

即命题对 n 阶范德蒙行列式成立。命题证毕。          ■ 

 

例 2.13 利用范德蒙行列式计算 2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1

a b c d
D

a b c d

a b c d

 的值。 

解：这显然不是范德蒙行列式，但这个行列式与范德蒙行列式有关系，它是范德蒙行列式 

2 2 2 2
1

3 3 3 3

4 4 4 4

1 1 1 1 1

2

3

4

x a b c d

D x a b c d

x a b c d

x a b c d

  

的第四行、第一个元素
3x 的余子式，即 41M ，根据范德蒙行列式的结论，有 
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2 2 2 2 2
1

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

1 1 1 1 1

( )( )( )( )

( )( )( )( )( )(

x a b c d

D x a b c d

x a b c d

x a b c d

a x b x c x d x

b a c a d a c b d b d c



     
      )

1

 

把 按第一列展开， 1D

2 3 4
1 11 21 31 41 51D A x A x A x A x A           

即 是关于1D x 的一个四次多项式， 就是 中41A 1D 3x 的系数，比较系数得 

  

4 1 4 1
41 41( 1) ( 1)

( )( )( )( )( )(

( )

A M D

b a c a d a c b d b d c

a b c d

    
       
   

)

)

所以， 

( )( )( )( )( )( )(D b a c a d a c b d b d c a b c d           

例 2.14 

2
1 1 2 1 3 1 4

2
2 1 2 2 3 2 4

4 2
3 1 3 2 3 3 4

2
4 1 4 2 4 3 4

1

1

1

1

x x x x x x x

x x x x x x x
D

x x x x x x x

x x x x x x x









 

解：加边法 

2
1 1 1 2 1 3 1 4

2
4 2 2 1 2 2 3 2 4

2
3 3 1 3 2 3 3 4

2
4 4 1 4 2 4 3 4

1 0 0 0 0

1

1

1

1

x x x x x x x x

D x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x


 




 

（将第一列的 1jx  倍加到第 列）  2j j  5

1 2 3 4

1

2

3

4

1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

x x x x

x

x

x

x

   

  

（将第 行的 2i i  5 1ix  倍加到第一行） 
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2 2 2 2
1 2 3 4

1

2

3

4

1 0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

x x x x

x

x

x

x

   

  

2 2 2 2
1 2 31 4x x x x      

 

例 2.15 计算行列式 

  

x a a a a

a x a a a

D a a x a a

a a a x




 

a





   


 

解： 

 
 

1 2

1 ( 2)

( 2)

( 2)

( 2)

( 2)

1

1

( 2) 1

1

nc c c

c x n a

x n a a a a

x n a x a a a

D x n a a x a a

x n a a a x a

a a a

x a a a

x n a a x a a

a a x

  

  

 
  

   

  


   

a







   





   


 

 

2 1

3 1

1

1

1

0 2 0 0

( 2) 0 0 2 0

0 0 0 2

[ ( 2) ]( 2 )

    
n

r r
r r

r r

n

a a a

x a

x n a x a

x a

x n a x a









   



   







   

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例 2.16 设

11 1

1

11 1 11 1

1 1

0
k

k kk

k n

n nk n

a a

a a
D

c c b

c c b




 


 

  
  nn

b

b



 

  

11 1

1

1

k

k k

a a

D

a a




 
 k

，  

11 1

2

1

n

n n

b b

D

b b




 
 n

j

 

证明：  1 2D D D

证：显然，本题用 Laplace 定理直接可得。另外也可用将值化为下三角行列式的方法来证明；

也可以用行列式的定义来证明。现在讨论第二种方法。 

对 作运算 ，将 化为下三角行列式，设为 1D ir kr 1D

  

11

1 1

1

0

kk

k kk

p

D

a p

   


1p p

j

   

对 作运算 ，把 化为下三角行列式，设为 2D ic kc 2D

11

2 1

1

0

nn

n nn

q

D q

q q

   


1 q

j

 

对 的前 行作运算 ，再对后 列作运算 jD k ir kr n ic kc ，把 化为下三角行列式 D

  

11

1

11 1 11

1 1

0

k kk

k

n nk n

p

p p
D

c c q

c c q



 



   
  nnq

 

所以  

   11 11 1 2kk nnD p p q q D D  

 

实际上，本命题也可以用行列式的定义直接证明，有兴趣的读者可以尝试一下。 
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例 2.17 计算行列式

0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

n

a b a

b a b a

b a b
D

a b a

b a









0

0

b





    



 

解 将该行列式按最后一行展开   1n nD a b D abD 2n    ，而显然 ，

。由递推公式可得 

1D a b 

2
2D a ab b   2

 

   

2 21 1

2 1

2 1
2 1

,           

1 2 ,                   

n nn n

n

n n

ab b aa b
D D

D a b a b

n a D n a D a

  

 

 
 a b

b

    
    

 

 

1 1

          

1              

n n

n

a b
a b

a b

n a a

  

b

 
  

 

 

习题 2.3 

1. 请问在 7 阶行列式 ija 中， 取正号还是取负号？在学习完本章之

后，有几种方法来确定该项的符号？ 

33 16 72 27 55 61 44a a a a a a a

2. 求

2 1

2 3 1 2

1 2 1

1 2 3

x x

x

x

3

x





中
3x 的系数。 

3. 在 n 阶行列式 D中，零元素的个数多于
2n n 个，则 0D  。 

4. 已知 221，323，459 都能被 17 整除，不计算行列式的值，试证明：行列式

1 2 2

3 2 3

9 5 4

D 

能被 17 整除。 

5. 形如

12 13 1

12 23 2

13 23 3

1 2 3

0

0

0

0

n

n

n

n n n

a a a

a a

a a a

a a a


 

  





   


a

的行列式称为反对称行列式，其特征是其元素满足

ij ji ，特别是当 i j 时 0iiaa a   。证明：奇数阶反对称行列式为 0。 
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6. 设 n 阶行列式 ijD a ，把 D 上下翻转、或逆时针旋转 90，或依副对角线翻转，依次

得 

1 1

11

n 1

1 2 3

11 1 1 1 11

, ,
n nn nn nn n

n n n

a a a a a a

D D D

a a a a a a

  
  

     
  

 

问：这三个行列式与 D有何关系？ 

7. 求  

2 1 2 3

2 2 2 1 2 2 2 3
0

3 3 3 2 4 2 3 4

4 1 4 5 5 3 4 3

x x x x

x x x x
f x

x x x x

x x x x

   
   

 
   
   

的根。 

8. 计算下列行列式 

（1）

2 1 5 2

1 0 2 3

1 1 4 5

2 1 3 2

；   （2）

a b b

b a b

b b a




  


； 

（3）

     
     
     
     

2 22

2 22

2 2

2

2

2

2 2 22

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

  

  

  

  

2
； 

（4）

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1

1

1

x

x

x

x

 
  
 

  

； 

（5）

2 1 0 0 0

1 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 1

0 0 0 1 2





    



； 

（6）

0 1 2

1 1

1 2 2

0 0

0 0

0 0

n

n

n n

z x x x

y z

D y z

y z

 





   


,  , 0nz1 2, ,z z  ； 
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（7）

1

2

3

n

a x a a a

a a x a a

D a a a x a

a a a a




 

x





   


； 

（8） 2n

a b

a b
D

c d

c d



 

 

； 

（9）

0

1

2 1
0 1 1

1

1 0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

n n
n n

n

n

a

a x

a x
a x a x a x a

a x

a x









    








    




； 

（10）

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1

1

1

n

n

n n n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
   

  




  
 n

； 

（11）

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0

0

0

 
 

 


 



     



； 

（12）

1 1

2 2
2

0 0 0

0 0 0

n

n n

x a b b y

x b a b y
D

x b b a y

 

 

 





    



。 
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9. 证明：n 阶行列式  

6 9

1 6 9

1 6 9
1 3

1 6 9

1 6

nn 
  

。 

10. 证明：n 阶行列式
 

2cos 1 0 0 0

1 2cos 1 0 0

0 1 2cos 0 0 sin 1

sin

0 0 0 2cos 1

0 0 0 1 2cos

n




 












    



。 

11. 计算 n 阶行列式

0

0

0

0

x x x

y x x

y y x

y y y





   


。 

12. 计算 n 阶行列式 n

a b

c a b

c a
D

a b

c a




  


。 

13. 已知 n 阶行列式

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

0 0 0

D

n

n







   



，试计算 D的第 k 行元素的代数余子式之和

kn 。 1 2k kA A A  

14. 设 n 阶行列式

1 3 5 2 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 2 3

n

D

n









   


，求 1nA11 12A A   。 
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15. 设 n 阶行列式

1 1 1

1 2 1

1 1

D

n






  


，求行列式 D 的所有元素的代数余子式之和

ijA 。 
1 1

n n

i j 


 

§2.4  克莱姆法则 

 在本章第一节引入了就未知数个数与方程个数相同的线性方程组有唯一解的情况进行

了讨论，就 给出了这种类型的线性方程组有唯一解的条件，并用低阶行列式给

出了线性方程组的唯一解。在上述这几种情况下所得的结论，我们就一般情况提出了问题

2.1，本节的内容就是给出这个问题的回答，这就是克莱姆定理。 

1,2,3,4n 

 

定理 2.4  克莱姆（Cramer）法则 

若方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

  

  

                                        

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







 

的系数行列式 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

 




  


 

则该线性方程组有唯一解，且 

 

11 12 1 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1

11 12 1

21 22 2

1 2

, ,

, ,

, ,

j j n

j j n

n n n j n n j nn j
j

n

n

n n nn

a a a b a a

a a a b a a

a a a b a a D
x

a a a D

a a a

a a a

 

 

  

 

 

     
 




  


 (2.49) 

说明：如果我们能够求解出这个线性方程组，自然就能够证明该结论。在用高斯消元法求解

线性方程组时，其消元过程是逐步进行的，每次消去一个未知数。现在利用行列式的性质，
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我们能一次性消去 个未知数，使得仅剩下一个未知数，这样就能够得到方程组解的情

况。 

1n 

证明：对方程组 
11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

                                                         

                                                   

j j n n

j j n n

i i ij j in n i

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

     

     

     

 

 


 

1 1 2 2

      

n n nj j nn na x a x a x a x b










n     


 

 

对于第 个方程，乘以方程组系数行列式中元素 的代数余子式 ，得  1 2, ,i i n  

j

j

ija ijA

   

11 1 1 12 1 2 1 1 1 1 1 1

21 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

           

           

j j j j j n j n

j j j j j n j n

i ij i ij ij ij j in ij n i ij

n nj n nj nj nj j nn nj n

a A x a A x a A x a A x b A

a A x a A x a A x a A x b A

a A x a A x a A x a A x b A

a A x a A x a A x a A x b

     

     

     

     

 

 


 


  n njA











然后将这 n 个方程相加，我们得到 

   

 
 

 

 

11 1 21 2 1 1 1

12 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

j j i ij n nj

j j i ij n nj

j j j j ij ij nj nj j

n j n j in ij nn nj n

j j i ij n nj

a A a A a A a A x

a A a A a A a A x

a A a A a A a A x

a A a A a A a A x

b A b A b A b A











     

 

 



 



 

 

＋ ＋ ＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋ ＋ ＋

将等式左边用求和号表示 

   1 1 2 2
1 1

n n

ik ij k j j i ij n nj
k i

a A x b A b A b A b A
 

 
      

 
   

注意到：在上述等式的左边，未知数 kx 前的系数是系数矩阵行列式的第 k 列元素乘以该行

列式的第 j 列元素的代数余子式后的和，根据性质有 

  
1 0

             

              

n

ik ij
i

D k
a A

k j

j
  

  

由于 j 是选定的，因此 左边只有一项不为零，而等式右边显然为行列式 按第jD j 列展开的
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结果，因此就有 

   j jDx D

故当 时，0D  jx 有唯一解 

  
j

j

D
x

D
  

上述步骤证明了若原始方程组有解，则其解必由(2.49)给出；下证明(2.49)确实给出了原始方

程组的解，这只需要将(2.49)代入到每个方程中即可。考虑第 i 个方程 

1 1 1

1n n n
j

ij j ij ij j
j j j

D
a x a a D

D D  

       （将 按第jD j 列展开） 

1 1

1 n n

ij k kj
j k

a b A
D  

       （交换求和次序） 

1 1

1 n n

k ij
k j

b a A
D  

   kj     （应用结论） 

1

1 n

k ik
k

b D
D 

         

1
i ib D b

D
   

故此时方程成立。 

                  ■ 

 

推论（1）如果齐次线性方程组 

   

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

                                      

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







的系数行列式不为零，则该线性方程组只有零解。 

（2）如果齐次线性方程组 

   

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

                                      

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







有非零解，则其系数行列式等于 0。 

 

问题：推论（2）的逆命题是否成立？即：如果上述齐次线性方程组的系数行列式等于零，

其是否有非零解？目前我们还没有无法得到这个结论。 
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例 2.18  用克莱姆法则求解线性方程组 

1 2

1 2

2

3 2

2 3

5 2     

n

n

n

x x x

x x x

x x

1

2

  
  
  

－  

解：已知该线性方程组的系数行列式为 

1 3 2 1 3 2

2 1 1 0 3 1

0 5 2 0 5 2

0
－7 －3

－ ＝ －7 － ＝ ＝
5 2

 

故该方程组有唯一解。根据克莱姆法则，有 

1

1 3 2

3 1 1

2 5 2
15

1 3 2

2 1 1

0 5 2

x  

－

15
＝

1

－

， 2

1 1 2

2 3 1

0 2 2
8

1 3 2

2 1 1

0 5 2

x  
8

＝
1

－

， 3

1 3 1

2 1 3

0 5 2
19

1 3 2

2 1 1

0 5 2

x   

－

-19
＝

1

－

 

 

例 2.18 设平面上不在同一直线上的三点为  , , 1, 2,i ix y i  3，求通过这三点的圆方程的行

列式形式。 

解：设圆的一般方程为  
2 2 0x y ax by c    

由题设，有等式 

 
 
 
 

2 2

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2
3 3 3 3

0

0

0

0

x y ax by c

x y ax by c

x y ax by c

x y ax by c

     

     


    


    

 

将上式看成齐次线性方程组 

 
 
 
 

2 2
1 2 3 4

2 2
1 1 1 1 2 1 3 4

2 2
2 2 1 2 2 2 3 4

2 2
3 3 1 3 2 3 3 4

0

0

0

0

x y z xz yz z

x y z x z y z z

x y z x z y z z

x y z x z y z z

     

     


    


    

 

则  是该齐次线性方程组的一组非零解，则其系数行列式为零，即 1, , ,a b c
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2 2

2 2
1 1 1 1
2 2
2 2 2 2
2 2
3 3 3 3

1

1
0

1

1

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y








 

这就是通过三点的圆的方程。 

 

习题 2.4 

1. 用 Cramer 法则求解下列方程组 

（1） 

1 3

1 2 3

1 2 3

3        2 1

7 4 4

7 3 2

x x

x x x

x x x

 
   
    3

6

3

0

  （2）
5

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3

3 2

3 4 3

5 2 5

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

2. 试问当 k 取何值时，如下齐次线性方程组有非零解？ 

  

1 1 3

1 2 3

1 2 3

+2 0

6 0

2 3 4

x x

x kx x

x x x

 
   
    0

kx

3. 设 1 2, , , nx x x 互不相同， , , 1, 2, ,i ix y i n  是平面上的 n 个点，证明：存在唯一的

次数不超过 1n  的多项式  p x ，使得   , 1, 2, ,i ip x y i   n。 

4. 求空间 4 个平面  0 1, 2,3, 4i i i ia x b y c z d i     相交于一点的条件。 

5. 求通过不在同一个平面的 4 点  1, , , 1, 2,3, 4i ix y z i  的球面的方程。 
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第三章  矩阵 

§3.1   矩阵的概念 

定义 3.1  矩阵 

数域（可以将认为是实数域或复数域）上的m n 个数 

1 2 1 2,        , , , ; , , , ;ija i m j n    

排成m 行、 列的数表 n

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m m

a a a

a a a

a a a




  
 n

 

为了表示这是一个整体，我们用方括号将之括起，记为 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


 (3.1) 

称 A 为 矩阵，记为m n ij m n
a


   A 或 ija   A ， 表示矩阵中位于第 i 行、第ija j 列的元

素， 第一个下标 i 称为行标，第二个下标ija j 称为列标；矩阵 A 的位于第 i 行、第 j 列的元

素也记为 ijA 。元素属于实数域的矩阵称为实矩阵，元素属于复数域的矩阵称为复矩阵。

在本书中，矩阵用大写斜体加粗字母来表示，如 ，而矩阵元素用小写斜体字母来

表示，如 。数域 上的所有m

,B,CA,

n



, , ,ijcija bij    矩阵构成的集合记作
m n 。 

 

定义 3.2  同型矩阵 

   若两个矩阵的行数、列数分别相等，则称它们为同型矩阵。 

 

定义 3.3  矩阵相等 

 如果矩阵 ,A B 为同型矩阵，且它们位于相同位置的元素相等，即若 

ij m n
a


   A ， ij m n

b


   B  

且有 
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1 2 1 2,                , , , ; , , , ;ij ija b i m j n     

则 ,A B 相等，记作 A B 。 

 

有了矩阵相等的概念，我们就可定义一些特殊的矩阵： 

(1) 方阵：行数与列数相等的矩阵称为方阵，行数为 n 的方阵称为 n 阶方阵，记为 n nA 

或 nA ，在不强调方阵阶数的情况下也简记做 A 。 

对于方阵 ij n n
a


  ，元素 决定的直线称为方阵的主对角线，而把

, nna 称为主对角线元素；而 1 2 1,n na a 决定的直线称为方阵

的副对角线，并称 为副对角线元素。 

  A 11 22,  , , nna a a

a a

1 1 2 1, ,, ,n na a 

11,  ,a a22 1 2,  ,n n 1,  , ,

1 2,  ,n na a

(2) 零矩阵：所有元素都为 0 的矩阵，记为O 。 

注意：零矩阵可以不为方阵。 

根据定义，不同型的零矩阵是不相等的。 

(3) 行矩阵（行向量）：行数为 1 的矩阵。 

行矩阵的列数称为行矩阵的维数。 

例如， n 维行矩阵  

     11 12 1na a aA 



 

由于行矩阵只有一行，因此元素的行标可省略，即行矩阵可记为 

     1 2 na a aA   

称 ia 为该行矩阵的第 i 个分量。行矩阵也写作  1 2, , , na a aA  。 

(4) 列矩阵（列向量）：列数为 1 的矩阵。 

列矩阵的行数称为列矩阵的维数。例如， n 维列向量 

     

称 ia 为该列矩阵的第 i 个分量。 

1

2

n

a

a

a

 
 
 
 
 
 

A


(5) 对角矩阵：主对角线之外的元素都为 0 的n 阶方阵称为对角矩阵，记为 

     1 2

1

2 , , , n

n




diag   



 
 
  
 
 
 

Λ 

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约定：矩阵中凡是没有写出的元素都为 0。 

(6) 单位矩阵：主对角线上的元素都为 1 的n 阶对角矩阵称为 n 阶单位矩阵，记为 nE ，

即 

     , , ,  

如果不强调单位矩阵 n

 1

1

1
1 1diag E 


1

 
 
 
 
 
 

E 的阶数，则简记为 E 。 

(7) 上（下）三角矩阵 

 主对角线下方的元素都为零的方阵称为上三角矩阵，如 

       

 主对角线上方的元素都为零的方阵称为下三角矩阵，如 

11 12 1

22 2

n

n

nn

a a a

a a

a

 
 
 
 
 
 

A



 

       

11

21 22

1 2

     

        

                   

         n n nn

a

a a

a a a

 
 
 
 
 
  

A
  


 

矩阵应用的例子 

例 3.1 设 省有两个城市 与 省的三个城市 的交通连接情况如图， a 1 2,a a b 1 2 3, ,b b b

 

图中每条线上的数字表示联结该两城市的不同通路总数，由该图提供的通路信息，可用矩阵

形式表示，称之为通路矩阵。 

1 2

1

2

3

4 0

1 2

3 2

   a a

b

b

b

 
 
 
  
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该矩阵中第 i 行、第 j 列的元素表示 这两个城市之间的道路数目。 ,j ia b

 

例 3.2  价格矩阵 

四种食品(Food)在三家商店(Shop)中,单位量的售价(以某种货币单位计)可用以下矩阵

给出 

1 2 3 4

1

2

3

                  

17 7 11 21

15 9 13 19   

18 8 15 19

F F F F

S

S

S

 
   
  

A
 

其中行表示商店，而列表示食品种类。该矩阵中第 i 行、第 j 列的元素表示商店 中食品

的价格。 

iS jF

 李四希望在某个商店一次性购齐四种食品，四种食品的数量分别为 2，3，2，1，那么

他到哪个商店去采购，所花的钱最少？ 

 显然，我们可以计算得到在每个商店中购齐这四种食品所需的花费： 

  

1

2

3

:17 2+7 3+11 2+21 1=98

:15 2+9 3+13 2+19 1=102

:18 2+8 3+15 2+19 1=109

S

S

S

   
   
   

因此在 中购买比较经济。如果我们也用矩阵来描述四种食品的购买量， 1S

1

2

3

4

2

3

2

1

F

F

F

F

 
 
 
 
 
 

B  

那么在 中购买这四种食品所需的花费为：矩阵1S A 第一行的四个数与矩阵 B 的这四个数对

应相乘、然后相加的结果。 

 

例 3.3  赢得矩阵 

我国古代有“齐王赛马”的事例，说的是战国时代齐王与其大将田忌赛马，双方约定各

出上、中、下 3 个等级的马各一匹进行比赛，这样共赛马 3 次，每次比赛的败者付给胜者一

百金，已知在同一等级马的比赛中，齐王之马可稳操胜券，但田忌的上、中等级的马分别可

胜齐王中、下等级的马。首先将马的出场次序进行编号，我们把三匹马的出场次序称为一个

策略，因此可能采用的比赛策略为: 

 

现在给出齐王的赢得矩阵（单位：百金），即齐王、田忌分别采取相应策略时齐王所赢得的
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赌资： 

田忌策略 

齐王策略

3 1 1 1 1 1

1 3 1 1 1 1

1 1 3 1 1 1

1 1 1 3 1 1

1 1 1 1 3 1

1 1 1 1 1 3

 
  
 
  
 
 

 

 

在该矩阵中，行表示齐王所采取的策略，而列表示田忌所采取的策略。该矩阵中第 i 行、第

j 列的元素表示齐王采取第 i 种策略、田忌采取第 j 种策略时齐王所赢取的钱数。例如，该

矩阵中的第二行、第三列的元素为 1，即说明当齐王采取第二个策略、田忌采用第三个策略

时，齐王能赢 100 金。 

 

例 3.4 线性变换的系数矩阵 

n 个变量 1 2, , nx x x 与 个变量m 1 2, , my y y 之间的关系   

  (3.2) 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m

y a x a x a

y a x a x a

y a x a x a

   
    


    





 n n

x

x

x

（其中 为常数） ija

我们称之为从 1 2, , my y y 到 1 2, , nx x x 的线性变换，把 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


 

称为该线性变换的（系数）矩阵。 

 

例3.5 线性方程组的系数矩阵、增广矩阵 

对于线性方程组 ，分别称矩阵 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

  

  

                                         

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    





 m
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11 12 1n

21 22 2

1 2

1 2

n

i i in

m m mn

a a a

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
  




  


  


，

11 12 1n 1

21 22 2 2

1 2

1 2

n

i i in i

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 
 
 
  




   


   


 

为该方程组的系数矩阵与增广矩阵。 

 

矩阵的另外一种视角： 

 我们知道，函数的映射法则（自变量、函数值之间的对应关系）一般有四种表示方式：

解析法、图示法、列表法、说明法。在本质上，我们可把矩阵看作是函数的列表法表示。并

且，凡是可用矩阵表示的函数须满足如下要求（我们只讨论矩阵的行数、列数均为有限数的

情况）： 

（1）函数有两个变量，且每个变量只有有限个取值； 

（2）这两个变量的每一对值，函数都有定义，且函数的值域为数域 ； 
 

例如，设函数  , f x y 满足上述要求，且 ,x y 的取值分别为 

     
1 2

1 2

: , , ,

: , , ,
m

n

x x x x

y y y y




 

那么该函数自变量与函数值之间的对应关系可表示为 

 

因此，这显然是一个矩阵的形式 

     
    

    

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

n

n

m m m



n

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

 
 
 
 
 
  




  


 

  

到目前为止，我们学习了行列式与矩阵。从形式上看，行列式与矩阵都是很多数排成“方

方正正”的形式，因此是“形似”，但根据行列式与矩阵的定义，其区别是显然的： 

1、“联系” 

 从形式上看，这两者都是一些数排成若干行、若干列的形式； 

2、区别 
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•  形式上：矩阵的行数、列数可以不相等，而行列式的行数、列数必须相等； 

•  本质上而言，矩阵是一个数表，它只是一些数排成的若干行、若干列的形式，它可

以看成一类二元函数的表示方式；而n 阶行列式为本质上是一个具有
2n 个自变量的

函数，所得结果为一个数，其自变量就是行列式中的各个数，之所以把行列式这个

函数写成 n 行、n 列的形式是为了便于地给出行列式的定义。 

• 由于行列式的结果是一个数，所以不同阶数的行列式是可以相等的；而根据矩阵相

等的定义，不同型的矩阵没有相等、不等的概念。 

• 行列式运算性质是根据行列式的定义推导出来的，以后会看到，关于矩阵的运算是

分别定义的，而不是由矩阵定义推导出来的； 

 

 对于一个数学对象，其所拥有的运算是由它所描述的客观对象所决定的，抽象地说一个

符号具有何种运算并无意义。因此，可考虑如下问题： 

 

问题 3.1：举一些能够用矩阵表示的例子，并说明对于这些矩阵，可以有哪些运算？ 

 

我们下面要讲述的矩阵运算是比较普遍的、应用最多的情形，并不是说我们穷尽了矩阵的所

有可能运算，对于实际中的矩阵，根据其所描述对象的特性，可能具有其它的运算。 

 

习题 3.1 

1. 请举例能够用矩阵描述的例子，对于这些描述实际情况的矩阵例子，可以有哪些运算？ 

 

§3.2   矩阵的运算 

3.2.1 矩阵加法与数乘运算 

定义 3.4  矩阵加法 

两个同型矩阵 与ij m n
a


   A ij m n

b


   B 的加法定义为 

ij ij ijm n m n
c a b

 
          C A B  

其中 。 ij ij ijc a b 

也就是说：矩阵相加即为这两个矩阵的相应（相同位置的）元素相加。 

11 12 1 11 12 1 11 11 12 12 1 1

21 22 2 21 22 2 21 21 22 22 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

n n

n n

m m mn m m mn m m m m mn mn

a a a b b b a b a b a b

a a a b b b a b a b a b

a a a b b b a b a b a b

      
            
    
           

  
  

        
  

n n

n n








 

 根据矩阵加法的定义，我们很容易得到矩阵加法的运算规律。 

矩阵加法的运算规律： 

1. 交换律: A B B A   ； 

2. 结合律:    A B C A B C      ； 
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3. 零矩阵：  A O A。 

 

设    ijA a ，定义 

ija    A  

称A为 A 的负矩阵。显然，    A A O 。规定矩阵减法为 

    A B A B  

所以      

  
            ij ij ij ijm n m n m n
a b a b  

即矩阵减法为两个矩阵对应的元素相减。 

 

定义 3.6  矩阵的数乘 

 设 k ， ，则数 与矩阵 m n
ij m n

a 


   A  k A 的数乘定义为： 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a ka ka ka

a a a ka ka ka
k k

a a a ka ka ka

  
  
   
  
  
  

A

 
 

     
 








 

简记为 。 ij ijm n m n
k k a ka

 
       A

因此，数与矩阵数乘相当于这个数乘以该矩阵的每个元素。 

 

矩阵的加法、数乘统称为矩阵的线性运算。 

 

根据定义，容易验证矩阵的线性运算符合如下运算规则，其中 ： , , , m nk l  A B 

1. 结合律：      kl k l l k A A A  

2. 分配律： k k k  A B A

k l k l  

B  

           A A A  

3. 1 0 ,   A A A O  

 

例 3.6 已知
1 0 1 2 1 0

1 0 2 1 1 2

                  
    

                    

  
 


   
  

A B


2 3C A， B 求 。 

解：  2 3C A  B
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1 0 1 2 1 0
2 3

1 0 2 1 1 2

                   

                    

  
     









3

 

2 0 2 6 3 0

2 0 4 3 3 6

                   

                    

  
     

 

2 6 0 3 2 0

2 3 0 3 4 6

 ( )        

             

    
      

 

8 3 2

5 3 2

            

       

 
     

 

 

3.2.2 矩阵乘法 

矩阵的乘法是一个全新的概念，这与我们目前所学过的知识迥然不同。引入矩阵乘法的

一个简单背景是线性变换。考虑如下两个线性变换及相应的矩阵 

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23

3 31 1 32 2 33 3

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

  
   
   

  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
  

 

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23

z b y b y b y

z b y b y b y

  
    3

  
11 12 13

21 22 23

b b b

b b b

 
 
 

 

显然，以上两个变换决定了一个从 到1 2,z z 1 2 3, ,x x x 的线性变换，我们可以求得该线性变换

的矩阵。 

     
    

1 11 11 1 12 2 13 3 12 21 1 22 2 23 3 13 31 1 32 2 33 3

11 11 12 21 13 31 1 11 12 12 22 13 32 2 11 13 12 23 13 33 3

z b a x a x a x b a x a x a x b a x a x a x

b a b a b a x b a b a b a x b a b a b a x

        

         
 

     
    

2 21 11 1 12 2 13 3 22 21 1 22 2 23 3 23 31 1 32 2 33 3

21 11 22 21 23 31 1 21 12 22 22 23 32 2 21 13 22 23 23 33 3

z b a x a x a x b a x a x a x b a x a x a x

b a b a b a x b a b a b a x b a b a b a x

        

         
 

所以从 到1 2,z z 1 2 3, ,x x x 的线性变换的矩阵为 

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32 11 13 12 23 13 33

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32 21 13 22 23 23 33

b a b a b a b a b a b a b a b a b a

b a b a b a b a b a b a b a b a b a

      
       

 

我们可观察这个矩阵与前两个线性变换的矩阵的关系，这就得到矩阵乘法的概念。 

 

定义 3.6  矩阵乘法 

设 矩阵m k A 、 矩阵k n B 分别为 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n
ij m k

m m mn

a a a

a a a
a

a a a



 
 
      
 
 

A




  


 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n
ij k n

k k kn

b b b

b b b
b

b b b



 
 
      
 
 

B




  


 

定义它们的乘法 

C A B AB    

其中C 为一个 矩阵，若记m n ij m n
c


   C ，则其元素 

1 1 2 2ij i j i j ik kjc a b a b a b     

因此在计算矩阵C 的第 i 行、 j 列元素 时所用到的矩阵ijc A 中的元素为 

1 2         i ia a a ik  

这是矩阵 A 的第 行元素；而所用到的矩阵i B 中的元素为 

1

2

  

j

j

kj

b

b

b


 

这是矩阵 B 的第 j 列元素。 

因而矩阵乘法的规则用图示可表示为 

1

2

1 2

j

j

i i ik ij

kj

b

b
a a a c

b

 
    
     
    
      

  

 
    

 
 

  
    

  

  

 

根据矩阵乘法的定义，矩阵乘法C AB 有如下特点： 

(1) 矩阵 A 的列数必须等于矩阵 B 的行数； 

(2) 矩阵C 的行数等于矩阵 A 的行数，C 的列数等于矩阵 B 的列数； 

(3) 矩阵C 的第 i 行、第 j 列元素等于矩阵 A 的第 i 行元素与矩阵 B 第 j 列对应元素乘

积之和。 

 

在C 中，称AB A （左）乘 B ，或 B 右乘 A 。 
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例 3.7  ，求

1 2
1 0 1

1 2
2 0 1

0 0

    
      

   
        

     

A ,  B

 
           

 C AB 、 D BA 。 

解：由于 A 的列数、 B 的行数都为 3，因此 AB 有意义，且 AB 为一个 2×2 矩阵， 

11 11 11 12 21 13 31 1 1 0 1 1 0 1( ) ( )          c a b a b a b 



 

12 11 12 12 22 13 32 1 2 0 2 1 0 2( )          c a b a b a b  

21 21 11 22 21 23 31 2 1 0 1 1 0 2( )             c a b a b a b  

22 21 12 22 22 23 32 2 2 0 2 1 0 4         c a b a b a b  

所以 。同理可得
1 2

2 4

    

   

 
 
 

C

5 0 1

3 0 3

0 0 0

D BA

 
    
  

 

 

矩阵乘法满足如下运算律： 

1. 结合律：    AB C A BC ； 

2. 左分配律：  A B C AB AC   ； 

右分配律：  A B C AC BC    

3.     k k  kAB A B A B ； 

4. 设 A 为m n 矩阵，则 

           m nE A A AE A  。 

证明 这里仅证明矩阵乘法的结合律，其余证明留给读者。设 

, ,ij ij ijm k k l l n
a b c

  
            A B C  

 容易验证  AB C 与  A BC 为同型矩阵。 

这里再一次声明：我们以 
ij

M 表示位于矩阵 的第 i 行、第M j 列的元素。易知 AB 为

矩阵， 为 k 矩阵，因此 m l BC n

     
1 1 1

( )   AB C AB C
  

 
   

 
  

l l k

ij it is st tjtj
t t s

a b c  

1 1 1 1 1 1

l k k l k l

is st tj is st tj is st tj
t s s t s t

a b c a b c a b c
     

        
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 
1 1 1

BC
  

 
  

 
  

k l k

is st tj is sj
s t s

a b c a  

 
 

( )A BC
ij
 

 

这里需要强调的是矩阵乘法与（实）数之间乘法的区别。 

1、矩阵乘法一般不具有交换律。这分为三种情况： 

a) AB 有定义， BA没有定义； 

    例如， A 为 2 3 矩阵， B 为3 5 矩阵； 

b)  AB 、 BA都有定义，但 AB 、 BA不是同型矩阵，因此根本不存在是否相等的问题。 

     例如， A 为 2×3 矩阵， B 为 3×2 矩阵；因此 AB 为 2 阶方阵， BA为 3 阶方阵； 

c) AB 、 BA都有意义，且两者是同型矩阵，但不相等。例如 

1 1 3 2 4 4 7 5

2 1 1 2 7 6 5 3

                
,  ,  ,  

               
A B AB BA

       
       
      

＝ ＝ ＝ ＝

； 

d) AB 、 BA都有意义，且两者是同型矩阵，并且相等，此时称 A 与 B （乘法）可交换。

例如 

1 2 1 1 3 5

2 3 1 2 5 8

            
,  ,  

           
A B AB

     
      

     
＝ ＝ BA  

2、矩阵乘法一般不具有消去律，即由 AB AC 并不能无条件得到 B C 。例如 

  ，显然
1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1
,   ,   A B C

    
    

    
＝ ＝





B C ，但 。 
1 1

1 1
AB AC

 
  

 


同样，仅从 BA CA 并不能得到 B C ；由 AB O 并不能得到 A O 或 。例

如 

   

B O

1 0

1 0

   

   

 
 
 

0

1

    
,  

     
A B





＝ ＝
0

1
,  




0 0

0 0

    

    
AB

 
 
 

＝

但是对矩阵某些矩阵 A 而言，则可从 AB AC 得到 B C ，我们称矩阵 A 满足（乘

法）左消去律，例如， ；对某些矩阵
1

2

 
 
 

A  A 而言，从 BA CA 可得到 ，

我们称矩阵

B C

A 满足（乘法）右消去律。如果矩阵 A 同时满足左消去律、右消去律，则

称 A 满足消去律。至于矩阵 A 满足乘法左、右消去律的充要条件，我们在以后将逐步

展开讲述。 

3、1 与任何数 相乘等于该数 ；单位矩阵与任何矩阵a a A 相乘（如果乘法可以进行）等于 

 该矩阵 A 。 

 

我们这里考虑矩阵乘法一种有趣的情形。假设有三个矩阵 

   1 1 1 1, ,A B C        n i na b c j  

考虑 ,AB BC 的结果。根据矩阵乘法、矩阵数乘的定义，有 
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 
1 1 1

2 2 2AB A

     
     
        
     
     
     

  

n n n

a a b a

a a b a
b b

a a b a

b  

    
 

1 2 1 2

1 2

BC

C

 

 

 


n n

n

b c c c bc bc bc

b c c c b
 

因此，如果某个矩阵乘以一个1 矩阵（当然要求这个乘法是可行的），完全可以把这个1 1
矩阵当作一个数，而不会影响最终的计算结果。后文中的例 3.7 就是这样的一个例子。 

1 

 

线性方程组的矩阵乘法表示。 

 对于线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    




m   

                                      







 

矩阵 为该方程组的系数矩阵，若记

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 

 
 
 

A




  




1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
  

X


， ，则该

线性方程组可用矩阵乘法表示成 

1

2

 

m

b

b

b

 
 
 
 
 
  

b


AX = b  

因此，线性方程组 AX = b 与含有一个未知数的方程 ax b 在形式上是相同的，当然这两个

式子中各个符号的意义是不同的，出现在这两个式子中的乘法也是不相同的， AX 矩阵

乘法，而 ax 数的乘法。 

是

是

 

方阵的幂、方阵的多项式 

设 A 为 阶方阵，定义n A 的正整数幂为 

k


k

AA A A    为正整数 k

且规定 
0 A E  

根据该定义，就有 

   ,    A A A A A  
lk l k l k kl

   为非负整数 ,k l

设 x 的 次多项式m  f x 为 

1
1 1( ) m m

m m 0f x a x a x a x a
      

则方阵 A 的多项式  f A 定义为 
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  1
1 1

m m
m m 0f a a a a

    A A A A E  

称为 阶方阵n A 的 次多项式。 m
 

例 3.8  已知  1 2 3     A ，

3

2

1

 
   
  

B ，求 AB 2
BA  n

BA

 1

，  ， 。 

解 是1    
3

1   2   3 2 1 3 2 2 3 1 10

1

 
      
  

AB ＋ ＋  矩阵。 

 
3 3   6    9

2 1   2   3 2   4   6

1 1    2   3

   
       
      

BA ＝ 是 3 阶方阵； 

    2

3 6 9 3 6 9

2 4 6 2 4 6

1 2 3 1 2 3

             

           

             

   
        
      

BA BA BA  

我们当然可以直接计算这两个矩阵的乘积，但这是比较麻烦的。我们可以利用矩阵乘法

的结合律， 

      2   BA BA BA BABA B AB A  

（注意到 AB 是一个一阶方阵，根据于前文得到的结果，可将该一阶方阵当作一个数，

而不会影响最终结果） 

( )AB BA  

3 6 9 30 60 90

10 2 4 6 20 40 60

1 2 3 10 20 30

              

            

              

  
     
    






 

类似地，    1 1

3 6 9

10 10 2 4 6

1 2 3

      

     

      

n n n 

 
    
  

BA BA  

 

1 1 1 1

2 2 2 2

    
    
    
    
    
    

  

   
   






  n n n n

 

 

定义 3.7  方阵的行列式 
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设 A 为 阶方阵 n

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


 

由于矩阵是一个数表，对这 个数，我们称 n 阶行列式 
2n

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n n

a a a

a a a
D

a a a






  
 n

 

为方阵 A 的行列式，记为 A ，或  det A ，det A。方阵的行列式具有如下性质： 

1. A A nk k  ，n 为方阵的阶数， k 为任意一个数； 

2. 设 ,A B 为两个 n 阶方阵，则有 AB A B ，因此就有 AB A B B A BA   。 

证明：（1）根据矩阵运算的定义与行列式的性质，这是显然的。 

（2）构造2 阶行列式 n

 

11 1

1

11 1

1

1

1

n

n nn

n

n n

a a

a a
D

b b

b b







 




 
 n



 

根据行列式的相关结论，我们有 

  D  A B  

在 中，第 1 列的 倍、第 2 列的 倍，…，第 列的 倍加到第D 1 jb 2 jb n njb n j 列( )

上，将 中

1,2, ,j n 

D B 位置的元素化为零，得到 

  D 

A C

E O
 

其中 ，故 1 1 2 2,ij ij i j i j in njn n
c c a b a b a


      C  b

   C AB

将
A C

E O
的第 i 行与第n 行(i 1,2, ,i n  )互换，得到 
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         1 1 1 1
n n n nE O

D E C C C
A C


          

故  AB A B  

（注：以后利用分块矩阵的初等变换，此定理的证明更为简单易懂） 

以上结论说明：对于 阶方阵n ,A B ，即使 AB BA不一定成立，但其行列式却相等。 

 

定义 3.8  矩阵的转置 

设 A 为一个m n 矩阵， 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


 

将 A 的 个元素重新排列，将m n A 的第一行元素排成第一列，第二行元素作为第二列，…，

第 行元素作为第 列，这样得到一个m m n m 矩阵 

11 21 1

12 22 2

1 2

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


 

我们称该矩阵为 A 的转置矩阵，简称为 A 的转置，记为
TA ，即 

11 21 1

12 22 2T

1 2

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


 

因此，矩阵 A 与其转置矩阵
TA 的元素之间有如下的对应关系 

   T

ij ji
   A A  (3.1) 

 

例 3.9  设矩阵 ，则
1 2 3

4 5 6

        

        

 
  
 

A T

1 4

2 5

3 6

   

   

   

 
   
  

A 。 

 

例 3.10  设 维行向量n  1 2   na a aA  ，则 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
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1

2T

n

a

a

a

 
 
 
 
 
  

A


 

因此， 维列向量n

1

2

n

a

a

a

 
 
 
 
 
  


亦写作 T1 2   na a a 。 

 

转置运算的运算律： 

1、  TT A A 

2、  T T T  A B A B  

3、  T Tk kA A ， 为任意一个数；       k

4、  T T TAB B A  

      因此，  T T T
1 2 2 1k k TA A A A A A   

5、对n 阶方阵 A ，有
T A A 。 

证明 我们这里仅证明性质 1、4，其余证明留给读者。 

（1） 容易验证  TT ,A A

T T

ij

  

为同型矩阵，然后验证其对应的元素相等。利用结论(3.1)，有 

ijji
   T     
A A A  

因此这两个矩阵  TT ,A A对应的元素相等； 

（2） 设 ，,ij ijm n m n
a b

 
       A B 容易验证  T T T,AB B A

T T

t

是同型矩阵，则 

   T

jtji

T T T T

1 1 1

k k k

ti j it it tj ijij
AB AB a 

t t t

b A B A B A
  

B                         

 

定义 3.9   对称矩阵、反对称矩阵 

若方阵 A 满足 
T A A 

则称 A 为对称矩阵； 

若方阵 A 满足 
T  A A 

则称 A 为反对称矩阵。 
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   因此，方阵 A    ij n
a 为对称矩阵的充要条件为： 

    

 

   

T T

T

, , 1, 2, ,

, , 1, 2, ,

,   , 1, 2, ,

ijij

ji ijij

ij ji

i j n

i j n

a a i j n

     

     
  







A A A A

A A A  

在方阵 A 中，元素 与 是关于主对角线对称的，因此方阵为对称矩阵的充要条件是：关

于主对角线对称的元素相等。 

ija jia

类似地，方阵 A    ij n
a 为反对称矩阵的充要条件为 

,  , 1, 2, ,ij jia a i j n     

即方阵为反对称矩阵的充要条件是：关于主对角线对称的元素互为相反数。若令 ，由

此可得 ，即反对称矩阵的主对角线元素都为 0。 

i j

n0,   1, 2, ,iia i  

 

例 3.11 设 阶实方阵n ,A B 满足
T A A，

T  B B，且
2 2A B ，则 A B O  。 

证明：设 ， 。由于ij n
a   A ij n

b   B T A A，
T  B B，所以 

    ij jia a

  ，  ij jib b  0iib 

所以 

2
11 11 1 1

1

2
1 1 1

1 1

0

[ ] [ ] [ ]  [ ] A AA A A


 

 

  



 

n

i i
i

n n

i i i
i i

a a a

 

 

2
11 11 1 1

1

2
1 1 1

1 1

[ ] [ ] [ ]  [ ]

0

n

i i
i

n n

i i i
i i

b b b



 

 

    



 

B BB B B

 

由 以及
2 2

11 11[ ] [ ] A B ,A B 为实矩阵可得
2 2
1 1

1 1

0
 

  
n n

i i
i i

a b ，故矩阵的第一行元素都为 0。

同理可证 ,A B 的其它各行元素都为 0。故结论成立。 
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例 3.12  任意方阵都可表示为一个对称矩阵与一个反对称矩阵之和。 

（请注意高等数学中的类似结论：任意一个定义域关于坐标原点对称的实函数都可表示为一

个奇函数与一个偶函数之和）  

分析：设 A 为方阵，且它可表示为对称矩阵 B 与反对称矩阵 之和， C
 A B C  

其中 。则 
T T,  B B C C

 TT T T     A B C B C B C  

因此可得 

T T

,
2 2

    
 

 
A A A

B C
A

T

 

只需要验证 是否成立，而显然这是成立的。 
T ,  B B C C

证明 略。 

 

定义 3.10 共轭矩阵 

 设矩阵 是复矩阵，以ij m n
a


   A ija 表示 的共轭复数，则定义 ija

ija   A  

为矩阵 A 的共轭矩阵。 

因此矩阵 A 与其共轭矩阵 A 的元素之间有关系 

  
ijij

   A A  (3.2) 

 

共轭矩阵具有如下的运算性质（ ,A B 为复矩阵，，且运算都是可行的） 

（1）   A B A B  

（2）   A A  

（3）  AB A B  

证明 这里仅证明性质（3）。 

设 ，显然,ij ijm n m n
a b

 
       A B ,   AB A B 是同型矩阵。则有 

1 1 1

k k k

it tj it tj
ij it tj ij

t t t

a b a b
  

                   AB A B AB  

因此  AB A B 。 
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习题 3.2 

1、 计算如下矩阵运算 

（1）

  

（2） 

1 5 2 3 2 1 5 7

2 4 2 1 2 1 3 3 2

3 7 1 2 2 1 3 5

  
      
     

11 12 13 1

1 2 3 21 22 23 2

31 32 33 3

a a a x





x x x a a a x

a a a x

  
  
  
    

1

1









  

（3）已知



 
   
  

A ，求
nA 。 

（4）对于一般的n 阶方阵

1


1



 
 
 
 
 
 

A



，求
kA 。 

（5）设 ，计算  , 
1

2 , 2 5 3

3

 
   
  

A B  , ,
k k

AB BA AB BA 。 

2、 设 A,B是同阶方阵，证明：  2 2 22 A+ B A + AB + B AB = BA。 

3、 证明：对任意矩阵 A ，
TAA 与

TA A 都是对称矩阵。 

4、 设 ,A B 都是 n 阶对称矩阵，证明： AB 是对称矩阵的充要条件是 AB BA。 

5、 设 ij n n
a


  ，定义  A A 的迹  tr A 为： 。证明：

任意m n 矩阵

  11 22
1

n

nn ii
i

tr a a a a


    A 

A 和任意 n m 矩阵 B ，均有    tr trAB BA 。 

6、 设 ,A B 为任意两个 n 阶方阵，证明：  AB BA E 。 

 

§3.3   矩阵的逆 

在数域上，我们有除法的概念。这是因为 , , 0  a b a ， ，则存在唯一的 x 使

得 


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  a x  b 
这样我们就可以定义除法 

b a x   

 

对于上式我们有另外一种视角。根据上一段的论述， , 0  a a ，由于1 ，故唯

一存在 ，使得 


d

   1a d 

我们将该 记做d 1 1
:d a

a
  ，并称之为 的逆（倒数）。 a

 因而在求解方程 

  a x  b 
时，我们可在上式两边同时乘以 ，得 d

    d a x d b   

再由数域上乘法的结合律，有 

     d a x d b   

  1 x d b    

由于 1 乘以任何数等于该数本身，因此有 

  
1 1 b

x d b a b b
a a

        

换句话说，数域上的除法可以通过乘法来定义，但需要首先引入数的倒数的概念。 

 

到目前为止，我们已经定义了矩阵乘法。那么我们是否能类似地定义其逆运算——除法

呢？ 

对于线性方程组（1.9），可表示为 

   AX = b  

因此，如果矩阵也能象实数那样做“除法”，则有解 

   “
b

X
A

 ” 

我们在第一章中已经知道，不是所有线性方程组都是有解的；即使线性方程组有解，其解也

未必是唯一的。因此，如果可以定义矩阵“除法”，那么矩阵“除法”的定义也不可能是无

条件的。 

我们在上一节已经指出，矩阵乘法中消去律不是无条件成立的，AB AC B C   不

是无条件成立的。即满足方程 

  AX D  

的 X 不一定唯一（如果该矩阵方程有解的话），因此我们就无法据此定义矩阵除法。但矩阵

“除法”与消去律是等价的。也就是说，矩阵乘法若有左消去律 

     AB AC B C  

这相当于等式两边同时“除以” A 后得到的结果，也就是说，矩阵 A 可以“除掉”；反过

来，如果在 AB AC 中矩阵 A 可以“除掉”，则得到 B C ，这说明此时 AB AC 满

足左消去律。由于上述原因，既然直接定义矩阵“除法”是不可能的。我们可通过讨论矩阵

乘法的消去律来研究定义矩阵“除法”的可行性。 
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问题：（1）当 A 满足什么条件时，有 

    AB AC B C  

如果 A 满足上述要求，则称 A 满足左消去律。 

（2）当 A 满足什么条件时，有 

     BA CA B C
如果 A 满足上述要求，则称 A 满足右消去律。 

 

 在数的乘法中，1 乘以任何数都等于该数；而在矩阵乘法中，单位矩阵与任何矩阵相乘

都等于该矩阵。因此，对于 

AB AC  

若有矩阵 ，使得 D
 DA E  (3.3) 

则在 AB AC 两边同时左乘 得： D
DAB DAC  

运用矩阵乘法的结合律，可得     DA B DA C  

EB EC    B C 
因此，当(3.3)成立时， A 满足左消去律。 

 

类似地，对于 

BA CA  

若有矩阵F ，使得  

 AF E  (3.4) 

则 

BAF CAF  

   B AF C AF  

BE CE B C   

此时 A 满足右消去律。 

注意：我们所给出的上述条件是充分条件。 

 

进一步的问题是：当 m nA 满足什么条件时，它同时满足左消去律、右消去律——即满足消

去律？ 

充分条件：存在 , n m m nD F ，使得 

,           n m m n n m n n m mD A E A F E  

问题是 ？。 m n
 的情况更为复杂，目前我们无法开展讨论，我们将把该问题留到以后解决。目前

先讨论 、即

m n
m  n A 为方阵的情形。 

 

设方阵 A 满足消去律，根据以上结论，其充分条件是存在方阵 ,B C 使得 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 



第三章  矩阵                                     - 102 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

,          BA E AC E  

我们可以断言，此时必有 

B C  

这是因为 

   B BE B AC BA C EC C      

这实际上是方阵可逆的概念。 

 

定义 3.11 可逆矩阵、逆矩阵 

对于 n 阶方阵 A ，若存在 阶方阵n B ，使得 

n AB BA E  

则称 A 为可逆矩阵（非奇异矩阵），也称 A 是可逆的, B 为 A 的逆矩阵，简称为 A 的逆，

否则称 A 是不可逆的。 

 

注意：可逆、不可逆概念都是仅对方阵定义的。 

 

命题 可逆矩阵的逆矩阵的是唯一的。 

证明：设 A 可逆，若 A 的逆矩阵不唯一，不妨设 ,B C 均为 A 的任意两个逆矩阵，即 

,           AB BA E AC CA E  

那么， 

       B EB CA B C AB CE C  

故  

B C  

因此，可逆矩阵的任意两个逆矩阵相等，因而可逆矩阵的逆矩阵唯一。 

 

基于逆矩阵的唯一性，我们把可逆矩阵 A 的逆矩阵记做
1A
， 

若 A 可逆， B 为 A 的逆，则有 nAB E ，取行列式 

   1n  AB A B E  

     0A     

 因此，方阵 A 可逆 0A  。 

 实际上逆命题也成立：方阵 A 的行列式 0A A  可逆。为证明该命题，我们先引入

如下伴随矩阵概念。 
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定义 3.12 伴随矩阵 

  设 A 为 阶方阵，则以n A 的代数余子式 ijA 为元素的矩阵 

 

11 12 1

12 22 2

1 2

*

n

n

n n nn

 
 
 
 
 
 

A A A

A A A
A

A A A




  


 (3.5) 

称为矩阵 A 的伴随矩阵。 

 注意有： 

 *
jiij

   A A  (3.6) 

 

如下定理 3.1 给出了伴随矩阵的一个重要性质。 

 

定理 3.1    设 A 为 阶方阵， n *A 为其伴随矩阵，则  

  
* *

n AA A A A E  

证明：先证明
*

nAA A E 。 

根据行列式展开定理 

  
1

      

0        

n

ik jk
k

i j
a

i j

  



A

A  

所以 

 
1 1 0

* *       
  

        

n n

ij ik ik jkkj
k k

i j
a

i j 

           
 

A
AA A A A  

这说明矩阵 

1

1

1

*

A

A
AA A

A

   
   
       
   
    

 
A E  

*
nA A A E 可以类似地加以证明。           ■ 

 

根据定理 3.1，容易得到如下定理。 

 

定理 3.2   阶方阵n A 可逆的充要条件是 0A  。 

证明：必要性已经证明。现证明充分性。当 0A  时，由于
* *

n AA A A A E ，同时除
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以 A ，得到 

* *

n

   
       

   

A A
A A E

A A
 

根据定义， A 可逆，且
*A

A
为 A 的逆矩阵，即

1
*A

A
A

  。 

                    

考虑矩阵方程 AX C ，其中 ,A C 为已知矩阵，且 A 可逆， X 未知，则在 

AX C  

两边同时左乘
1A
，可得 

 1 1A AX A C   

 1 1     1A A X A C EX A C  

1X A C   

这可看作是在 AB C “除掉“ A 所得的结果。 

 

注意： 
1A C

不能写为
C

A
。这是由于仅从

C

A
中我们无法判断

C

A
究竟是

1A C 

1

还是 ，

而

1CA

1A C CA  
一般是不成立的（假设这两个乘法有意义），所以不能这样写。 

 

定理 3.3  若方阵 ,A B 满足 AB E ，则 ,A B 都可逆，且 

1A B  ，  1B A   

证明：由于 AB E ，等式两边取行列式，得到 

1  AB A B E  

因而 0A  ，根据定理 3.2 可知 A 可逆，在 AB E 两边同时乘以
1A
得 

1 1A AB A    1 EB A 1B A   

有关 B 的结论类似可证。              ■ 

 

同理可得如下结论： 

（1） ,A B 为 n 阶方阵，则 AB 可逆 ,A B 都可逆。 

（2） 1 2, , , nA A  A 都为 阶方阵，则n 1 2 nA A A 可逆 1 2, , , n A A  A 都可逆。 
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方阵逆的运算规律（其中 ,A B 为可逆矩阵） 

(1)   11A A
   

(2)     1 TT 1 A A

(3)   , 其中 为非零常数。（4）
1 1 1kA k A
   k

11  A A  

(5)   1 1 1AB B A
   ，进一步有：若 1 2 1, , , ,m- mA A A A 都可逆，则 1 2 1m mA A A A 可逆，

且有 

   1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 1m m m m

    
 A A A A A A A A   

证明 应用定理 3.4 可证明性质（1）、（2）、（3）、（5）。例如性质（5），由于 ,A B 可逆，

因此
1, 1A B 都存在，而 

    1 1 1 1 1 1        AB B A A BB A AEA AA E  

根据定理 3.4 可知， AB 可逆，且   1 1 1AB B A
   。 

对于性质（4），由
1AA  E ，两边取行列式得

1 1AA E A A 1  



，因此结论成立。 

 

例 3.13 证明如下结论 

(1)设  1 2, , ndiag   B  为对角矩阵，证明   1 2, ,k k k k
ndiag k   B   ; 

(2)若方阵 , ,A B P 满足
1A PBP ，证明：  1k k k A PB P  ； 

(3)设  f x 是关于 x 的多项式，方阵 , ,A B P 满足
1A PBP ，证明：     1f f A P B P 。 

证明 （1）根据矩阵乘法的定义，应用数学归纳法可很容易地证明本结论。证明过程略。 

（2）利用数学归纳法证明即可。 

（3）设
1

1 1( ) m m
m m 0f x a x a x a x a

     ，利用结论（2），有 

 

 

 
 

1
1 1 0

1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 0

1

m m
m m

m m
m m

m m
m m

f a a a a

a a a a

a a a a

f




   


 




    

    

    



A A A A E
1

0
PB P PB P PBP PEP

P B B B E P

P B P






 

 

关于逆矩阵的例题 
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1、利用定理 3.4 证明矩阵可逆并求逆矩阵。典型题型为： 

     给出一个方阵  f A O的多项式，需要证明矩阵 A 的某个多项式  g A 可逆。 

 方法： 

 利用  f A O，通过因式分解，得到    g h A A E  

 根据定理 3.4，因而  g A 可逆，且    1
g h


  A A 。 

 

例 3.14  已知
1

1 1A A A
    m m

m ma a a E O，其中 0ma ，证明 A 可逆，并求

A 的逆。 

证明：由于
1

1 1A A A
    m m

m ma a a E O

a

，所以 

1
1 1

m m
m ma a
   A A A = E

a

 

 1 2
1 1

m m
m ma a 
    A A A E = E  

由于 ，故有 0ma

 1 2
1 1

1 m m
m

m

a a
a

 


 
     

 
A A A E = E  

根据定理 3.4 可得： A 可逆，且 

 1 1 2
1 1

1- m m
m

m

a a
a

 
    A A A  E  

 

例 3.15   已知
2 2 3  A A E O，求证矩阵 3A+ E 可逆，并求其逆。 

证明：    23 5 2 1     5A E A E A A E  

2 2 3 12 12 12       A A E E O E E  

所以 

  
1

3 5
12

( ) ( )
      

A E A E E  

由定理 3.4 可知 + 3A E 可逆，且 

     1 1
3 5

12


   A E A E  

 

例 3.16 设矩阵 ,A B 与 A B 都可逆，证明：
1 1 A B 也可逆。 
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证明      1 1 1 1 1 1 1 1              1A B A E AB A BB AB A B A B  

由于
1 1,A B 

与 A B 都可逆，因此它们的乘积
1 1 A B 也可逆，且有 

       1 1 11 1 1 1         A B A B A B B B A A  

本题还可以通过比较矩阵乘法、求逆与数之间的乘法、求倒数运算规律的异同来思考。 

矩阵乘法、数乘法运算律的比较： 

（1）相同点：结合律、分配律； 

（2）不同点：交换律； 

（3）单位矩阵的性质与数 1 的性质类似，方阵可逆与数不为零（存在倒数）相对应。 

基于以上考虑，我们将原问题中的矩阵分别用数来代替，得到如下问题： 

设 ,x y 及 x y 都不为零，证明
1 1x y  

也不为零，并求其倒数。 

 1 1 1 1 x y
x y

x y xy
  
     

所以 

    
1

1 11 1 x y
x y x

xy


    

    
 

y xy  

将以上结果“返回”到矩阵，即 

    1 11 1     A B A B AB   是否成立？ 

注意到矩阵乘法、求逆与数的乘法、求倒数运算律的异同，我们可得到结论：  11 1  A B

必然是   1
, ,

B A A B 这三者的乘积，但是这三者的相对次序则是需要进一步确定的。这

种类比思维方式可以给我们提供一点启示。 

 

2、求解矩阵方程 

     典型题型为： 

 对于矩阵方程 AX = C ，其中 A,C 已知，且 A 可逆，求 X 。 

 由于 A 可逆，所以  
1X A C  

 对于   XA = C ，若 A 可逆，则有 
1X = CA
。 

 

例3.17 ,A B 满足关系式 = 2 +AB B A，且 

3 0 1

1 1 0

0 1 4

        

         

        

 
   
  

A  
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求 B 。 

解：由 2AB = B + A得： 2AB B = A  

 2 A E B = A  

1 0 1

2 1 1 0

0 1 2

 
    
  

            

         

            

A E  

1 0 1 1 0 1 1 0 1

2 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1

0 1 2 0 1 2 0 0 1

           A E 0， 

故 2A E 可逆，因此 。为求
1( 2 ) B A E A 1( 2 )A E ，先求 2A E 的各个代数余子

式： 

1 1 1 2
11 12

1 3
13

2 1
21 22

1 0 1

2 1 1 0

0 1 2

1 0 1 0
1 2 1

1 2 0 2

1 1
1 1

0 1

0 1
1 1 1

1 2

             

          

             

            
( ) ,     ( ) ,

              

     
( ) ,

       

     
( ) ,    ( )

     

 





 
    
  


2     


  

    

A E

A A

A

A A

 

2 2

2 3
23

1 1
2

0 2

1 0
1 1

0 1

     
,

    

     
( ) ,

     







   A

 

3 1 3 2
31 32

3 3
33

1

0 1 1 1
1 1 1

1 0 1 0

1 0
1 1

1 1

2 1 1
1 1

2 2 2 2
1 1

1 1 1

2 1 1

2 2 1

1

*

             
( ) ,     ( )

         

     
( ) ,

     

            

( ) ( )            

         

        

       

 

 





     


   




1

1

,

 
       
   

 
  



A A

A

A E A E

1 1             

 
 
 
  

 

所以 
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1

2 1 1 3 0 1

( 2 ) 2 2 1 1 1 0

1 1 1 0 1 4

5 2 2

4 3 2

2 2 3



    
          
      

  
    
  

               

                 

                    

          

          

             

B A E A

 

 

定义 3.13  可逆方阵的幂 

 设方阵 A 可逆， ，定义 k

 1 kk A A  

因此，若 A 可逆，则 ，都有 ,k l 
k l k lA A A  

 lk k lA A  

成立。 

 

习题 3.3 

1. 用余子式法求矩阵的

0 2 1

1 1 2

1 1 1

 
  
    

A 的逆矩阵。 

2. 若矩阵 可逆，求其逆矩阵。 
a b

c d

 

 

3. 若方阵 A 的每行元素之和都为a ，证明： 

（1） kA 的每行元素之和为
ka ； 

（2）若 A 可逆，则 0a  ，且
1A 的每行元素之和等于

1a
。 

4. 若
2 2 A B E ，且 0 A B ，证明： A B 不可逆。 

5. 已知 ，求

1 0 0

0 1 0

3 0 3

 
   
  

A      2T 1
2 2 4  E A E A E A 的行列式。 

6. 求解矩阵方程
2  AX E A X ，其中

1 0 0

0 2 0

1 6 1

 
   
  

A 。 
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7. 设

3 0 1

1 1 0

0 1 4

 
   
  

A ， 2 AX A X ，求 X 。 

8. 已知矩阵

1 0 0 0 1 1

1 1 0 ,  1 0 1

1 1 1 1 1 0

   
    
   
     

A B



，且矩阵 X 满足 

     AXA BXB AXB BXA E  

求 X 。 

9. 设矩阵 A 的伴随矩阵 ，并且
1 3*

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 3 0 8

 
 
 
 
  

A 1 ABA BA E ，求 B 。 

10. 已知方阵 ,A B 满足  A B AB，证明： AB BA。 

11. 设 ija   为 n 阶方阵， ijA A 为行列式 A 中元素 ija 的代数余子式，且有 ij ijA a ，证

明： 1 A 。 

12. 设 A 是  2n n  阶方阵，证明：（1）
1* nA A ；（2）  * 2* nA A A 。 

13. 设方阵 A 满足
2 2 3  A A E O ，证明： A E 可逆，并求其逆。 

14. 设 , , A B A B 都可逆，证明
1 1 A B 也可逆，并求其逆矩阵。 

15. 已知
3 2A E ， ，证明 B 可逆，并求出其逆矩阵。 2 2 2  B A A E

16. 设 A 是 m n 矩阵， B 是 n m 矩阵， P 为 n 阶可逆矩阵，若 E APB 可逆，则

1 P BA也可逆，并求其逆矩阵。     1
1   1 

P BA P PB E APB AP  

17. 设 A 为可逆矩阵， ,X Y 均为 1n 矩阵，且
1 1   ，证明

TTY A X A XY 可逆，且 

   
1 T 1

1T 1
T 11

 


  


A XY A
A X A

Y A
Y

X
 

18. 证明：如果可逆矩阵 A 的元素均为整数，则
1A 的元素均为整数的充要条件是：

1 A 。 

19. 设 ,A B 都是 n 阶对称矩阵，且 A 及 AB E 都可逆，证明：   1AB E A为对称矩

阵。 



第三章  矩阵                                     - 111 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

20. 设 ,A B 都是 n 阶下三角矩阵，证明： C AB 也是下三角矩阵；若下三角矩阵 A 可逆，

则
1A 也为下三角矩阵。 

 

§3.4   分块矩阵 

 根据矩阵乘法的定义，在矩阵乘法 C AB 中，C 的第 i 行元素只与 A 的第 i 行元素相

关，而与 A 的其它行的元素无关；C 的第 j 列元素只与 的第B j 列元素相关，而与 的其

它元素无关。将上述事实推广，我们有分块矩阵的概念。 

B

 

分块矩阵的思想是将一个“大”矩阵化为“小”矩阵。例如 

5 2 2 1 3

4 3 2 0 2

2 2 3 1 6

1 4 2 3 2

  
   
 
  

A  

我们将该矩阵划分为多个部分，下面给出了一种方式， 

 

其中 

11 12

21 22

5 2 2 1 3

4 3 2 0 2

2 2 3 1 6

1 4 2 3 2

,     ,

,    

   
      

  
      

A A

A A








 

注意：这里 ijA 不是代数余子式，而是矩阵 A 的一部分元素构成的矩阵，称为 A 的子矩阵（子

块）。 

 

定义 3.13 分块矩阵 

 对于一个m 矩阵n A ，在 A 的行之间加入 1r  条横线  1 r m  ，在 A 的列之间加

入 条 竖 线1s   1 s n  ， 则 A 被 分 成 r s 个 小 矩 阵 ， 分 别 记 为

，则 1, ,j1, 2,ij A , ;i r 2,  s A 可写为 
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11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs



 
 
       
 
 

A A A

A A A
A A

A A A




  


 

把 A 视 作 以  1, 2, , ; 1, 2, ,ij i r j A  

 ; 1, 2, ,i r j s 

s 为 元 素 的 矩 阵 ， 称 为 分 块 矩 阵 ，

称为1,2, ,Aij A 的子块。 

  为了叙述的方便，我们称被分块的矩阵为母矩阵，其元素为一个数；而以子矩阵为元

素的矩阵称为分块矩阵。例如，在上例中，

5 2 2 1 3

4 3 2 0 2

2 2 3 1 6

1 4 2 3 2

  
   
 
  

A 为母矩阵，而

11 12

21 22

 

 


A A

A A
为分块矩阵，它是 A 的一种分块形式。 

显然，对于给定的矩阵，如果没有附加一些约束条件，其分块的方法是多样的。 

 

如果分块矩阵没有相应的运算，则“分块矩阵”这个概念是没有意义的。与矩阵的运算

相对应，我们考虑分块矩阵的运算：加法、数乘、乘法、转置。当然基本要求是：“分块

前的运算结果与分块后的计算结果应该是一样的“，以矩阵加法为例，设有矩阵 ,A B ，

其分块后分别记为 1 1,A B ，则 1 1A + B 应该为 A+ B 某个分块下的结果。另外我们希望：

分块矩阵的运算法则最好与通常矩阵的对应运算有类似法则。例如，矩阵加法 A B 定义

为这两个矩阵的对应元素相加，因而对于分块矩阵相加，我们希望其运算法则为对应的子

矩阵相加；矩阵乘法 AB 中，AB 的一个元素为 A 的一行元素与 B 的一列元素对应相乘、

相加，因而分块矩阵乘法 AB ，我们希望其运算法则为 A 的一行子矩阵与 B 的一列子矩

阵相乘、相加；其它运算可类似地考虑。但目前需要指出的是：这只是我们的“希望”，

这种想法是否可行，需要考虑以下两个问题： 

(1)如何对矩阵分块，才能使得这样的运算规律形式上能够进行？ 

(2)当第一步可行时，这样的运算规律是否成立？即分块矩阵的运算结果是否等于未分块矩

阵的运算结果？ 

 在本节的以下论述中，我们主要集中(1)，而验证（2）的过程则省略。并且要求（1）

导致了在不同矩阵运算时，对矩阵分块所需遵循的准则。 

 

下面讨论矩阵各种运算下相应的分块准则： 

1、矩阵加法  A B  
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11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs



 
 
       
 
 

A A A

A A A
A A

A A A




  


 

如何对 B 进行分块，才能使得分块矩阵 ,A B 能相加？显然， ,A B 的分块方式必须相同，

即有 

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs



 
 
       
 
 

B B B

B B B
B B

B B B




  


 

且 为同型矩阵。此时分块矩阵相加即为对应子矩阵相加 , 1, 2, , ; 1, 2, ,ij ij i r j A B   s

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

s s

s s

r r rs r r rs

s s

s s
ij ij r s

r r r r rs rs



   
   
    
   
   
   

   
          
    

A A A B B B

A A A B B B
A+ B

A A A B B B

A B A B A B

A B A B A B
A + B

A B A B A B

 
 

     
 




  


 

2、数乘 kA  

 由于此时只涉及一个矩阵，因此 A 可任意分块 

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs



 
 
       
 
 

A A A

A A A
A A

A A A




  


 

运算时， 乘以每一个子矩阵。 k

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs

k k k

k k k
k k

k k k



 
 
       
 
 

A A A

A A A
A A

A A A




  


 

3、转置 

 这时也只涉及一个矩阵，因此可对该矩阵任意分块， 
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11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs



 
 
       
 
 

A A A

A A A
A A

A A A




  


 

运算时先对分块矩阵做转置，然后对每一个子矩阵做转置 

T T T
11 21 1
T T T

T 12 22 2

T T T
1 2

r

r

s s rs

 
 
 
 
 
  

A A A

A A A
A

A A A




  


 

所以有   T
T T

 jijiij
    A A A  

 

4、矩阵乘法  AB  

 根据分块矩阵运算的原则，母矩阵 ,A B 分块后， 分块矩阵 A 的列数必须等于分块矩

阵 B 的行数，即若 

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
ij r s

r r rs



 
 
       
 
 

A A A

A A A
A A

A A A




  


 

则分块矩阵 B 为 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k
ij s k

s s sk



 
 
       
 
 

B B B

B B B
B B

B B B




  


 

要使得 

1

s

ij it tj
t

C A B  

有意义，则 itA 的列数必须等于 tjB 行数，因此，对 A 的列分块必须与 B 的行分块相同，而

对 A 的行分块方式、 B 的列分块方式没有要求。 

5 2 2 1 3

4 3 2 0 2

2 2 3 1 6

1 4 2 3 2

  
   
 
  

A ，  

5 2 2

4 3 2

2 2 3

1 4 2

2 1 4

  
   
  
 
 
  

B  

假设对 A 作如下分块 
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11 12

21 22

5 2 2 1 3

4 3 2 0 2

2 2 3 1 6

1 4 2 3 2

A A
A

A A

  
           
  

 

那么 B 的分块方式则不唯一，而只有 B 的列分块方式与 A 的行分块方式相同即可，例如分

块方式 

   

5 2 2

4 3 2

2 2 3

1 4 2

2 1 4

  
   
  
 
 
  

B ，   

5 2 2

4 3 2

2 2 3

1 4 2

2 1 4

  
   
  
 
 
  

B  

都是可接受的。 

 

对上述四种运算，分块矩阵的运算规则可总结如下：  

 对于涉及到两个矩阵的运算（矩阵加法、乘法），首先，将分块矩阵 ,A B 各个子矩阵当

成数，运用矩阵的运算法则进行运算，子矩阵之间的运算再次运用矩阵的运算法则。因此，

这相当于嵌套运用矩阵的运算法则。对于只涉及一个矩阵的运算有类似的规律。 

 

5、求逆矩阵 

   分块矩阵求逆没有普遍的规律，但是对于以下情形则比较简单。 

 

定义 3.14 分块对角矩阵（准对角矩阵） 

 称方阵 

1

2

s

 
 

 
 
 

A

A
A 

A


  其中 iA 都为方阵 

为分块对角矩阵（准对角矩阵）。 

由于此时有 1 2det sA A A A ，因此有 

   A 可逆 所有 都可逆。   1, 2, ,i i A  s

 

设准对角矩阵 A 的逆矩阵为 B  

11 12 1

21 22 2

1 2

            

            

                       

            

s

s

s s ss

 
 
 
 
 
  

B B B

B B B
B

B B B




  


 

其中 11 22, , , ssB B B 分别为与 1 2, , , sA A A 同阶的方阵，则 
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1 11 1 12 1 1

2 21 2 22 2 2

1 2

s

s

s s s s s ss

 
 
 
 
 
 

A B A B A B

A B A B A B
AB

A B A B A B




  


1

2

n

 
 
 
 
 
 

E

E

E


 

由于 1 2, , , sA A A 都可逆，所以有 

1
1

1
1 2

1
s








 
 
 
 
 
  

A

A
A

A


 

因此准对角矩阵的求逆只需要对每个主对角线上的子方阵求逆矩阵即可。 

 

分块矩阵的应用 

分块矩阵具有非常重要的应用，其应用主要体现在两个方面： 

（1） 简化计算； 

（2） 提供观察问题的新视角，抓住问题的本质； 

但是对于一个具体的问题，矩阵是否应该分块？以何种思想指导分块？应该指出的是：

决定对矩阵如何分块的出发点是矩阵乘法，只有根据矩阵乘法的情况进行适当分块，才可能

到达矩阵分块的目的。分块矩阵除乘法之外的运算是辅助性的，是为了配套分块矩阵乘法这

一运算而导出的。 

 

我们首先给出一个将分块矩阵用于简化运算的例子。 

 

例 3.18  设有矩阵 

1 0 0 0

0 1 0 0

1 2 1 0

1 1 0 1

 
 
 
 
 
 

A ， 

1 0 1 0

1 2 0 1

1 0 4 1

1 1 2 0

 
  
 
   

B  

计算 AB 。 

解：直接用矩阵乘法的定义计算，需要 64 次乘法、48 次加法。如果我们将这两个矩阵作如

下分块： 
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11 21 22

1 0 1 0 4 1

1 2 1 1 2 0
,    ,    

    
            

B B B








 

根据分块矩阵乘法的运算规则，有 

11 11 21 22

1 21 22 1 11 21 1 21

11

1 11 21 1 21

      
           

 
    

E O B E EB OB E E OB
AB

A E B B A B B A E IB

B E

A B B A B

 

从上式可知，只需要做两个二阶方阵的乘法。因此根据上式计算 AB ，只需要做四次乘法、

6 次加法，比直接计算 AB 所需要的运算量大大减少。 

 注意：用分块矩阵简化矩阵运算，只有在矩阵乘法中才有可能达到，并且需要矩阵经过

适当分块后有较多的 0块、单位矩阵子块。 

 

 对于某些问题而言，分块矩阵可为解决该问题提供新的视角。我们主要考虑下面三个例

子。 

1、线性方程组的分块 

设有线性方程组 

1 1=m n n m  A X b  

 其中 A 为线性方程组的系数矩阵， X 为未知数所构成的列矩阵，b 为方程组右边的常

数所构成的列矩阵。我们可采取如下分块方法， 

 

则 AX b 可写作 

1 1 2 2 n nx x x   A A A b

m

b

b

b










 

也就是 

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

n

n
n

m m mn

a a a

a a a
x x x

a a a

      
      
         
      
      
      


  

 

该式称为线性方程组的向量表示。 

 

2、矩阵方程 
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m n n k m k  A X B  ， ,A B 已知求 X 。问：该矩阵方程是否有解，有解时如何求解？ 

注意到若m ，即n A 为方阵，且 A 可逆时，有
1X A B 。但现在并不满足该条件，

我们可用矩阵分块方法将该问题进行转化为已知类型的问题。 

A 不用分块，而把 ,X B 的每一列作为一个子矩阵，即 

   1 2 1 2,            k k X X X X B B B B   

则 

 
 
 

1 2

1 2

1 2       

k

k

k







AX A X X X

AX AX AX

B B B







 

根据矩阵相等的定义，有 

1 2,          , , ,i i i k AX B   

其中 A 为矩阵， ,i iX B 为列向量，且 A 、 已知，iB iX 未知，因此 i  iAX B 可视作线性方

程组。因此，即使 A 不可逆，我们也可以求 X ——它的第 i 列 iX 是线性方程组 

AX Bi i  

的解。因此，我们把求解矩阵方程转化为了求解一系列的线性方程组的问题。 

 

3、对于等式 m n n k m k  A X B ，如果 ,A B 分别分块为 

 1 2 nA A A A  

 1 2 kB B B B  

 

 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 2       

k

k
n

n n nk

k

x x x

x x x

x x x

 
 
 
 
 
 

 

AX A A A

B B B B





  





 

则得到 

1 1 2 2 1 ,        , ,B A A A     i i i n nix x x i k  

 

4、对于 m n n k A B 而如果 ,A B 分别分块为 
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 
1

2
1 2,     k

m

 
 
  
 
 
 

A

A
A B B B B

A




 

则 

 
1 1 1 1 2

2 2 1 2 2
1 2

1 2

k

k
k

m m m

1

2

m k

   
   
    
   
   
   

A A B A B A B

A A B A B A B
AB B B B

A A B A B A B





  




 

 

一些特殊的结果 

 设 为第 i 个分量为 1、其余分量为 0 的n 维列向量。ie m nA 为m n 矩阵，将 A 按列分

块  1 2 nA A A A ，则 

i iAe A  

若 为 矩阵，将 按行分块B n m B

1

2

n

 
 
 
 
 
 

B

B
B

B


，则 

T
i ie B B  

 

问题：为何分块时只能在矩阵的行、列之间画直线，而不画折线？例如，下述分块可不可以？  

 

为什么？  

 

习题 3.4 

1. 请确实理解各种分块矩阵运算的分块原则与运算规则。 

 

§3.5   矩阵的初等变换与初等矩阵 

在线性方程组的高斯消元法中，第一步是将线性方程组化为阶梯形线性方程组。由于

每个线性方程组都可用它的增广矩阵来描述，因此将线性方程组化为阶梯形线性方程组的过
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程就可以用矩阵来描述。我们回到第一章的例子。 

 

例 3.19  求解线性方程组 。 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3    5

  2    2

     4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

下面左边给出了高斯消元法各个步骤中得到的线性方程组，而每两个线性方程组之间的

箭头旁的注释说明了将前一个线性方程组化为后一个线性方程组所用的线性方程组的初等

变换；而右边为相应方程组的增广矩阵。根据左边相邻线性方程组之间的关系，我们可得到

其相邻的两个增广矩阵之间的关系。 

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2   7 7

  2    2

     4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

        

2 1 7 7

1 2 1 2

1 1 4 11

  
    
   

 

            

1 2 3

1 2 3

1 2 3

  2   2

2   7 7

    4 11

x x x

x x x

x x x

   
    
    

        

1 2 1 2

2 1 7 7

1 1 4 11

   
   
   

 

          

1 2 3

2 3

2 3

2    2

         3 9 3 

         5 9 

x x x

x x

x x

   
   
   

        

1 2 1 2

0 3 9 3

0 1 5 9

   
  
  

 

                

1 2 3

2 3

2 3

2    

         3 1 

         5 9 

x x x

x x

x x

   
   
   

2

         

1 2 1 2

0 1 3 1

0 1 5 9

   
  
  

 

           

①

②

③

①

②

③

①

②

③

①

②

③
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1 2 3

2 3

3

2    

         3 1 

                2 8 

x x x

x x

x

   
   
  

2

         

1 2 1 2

0 1 3 1

0 0 2 8

   
  
  

 

 

符号说明： 

1. ：互换矩阵的第 i 行、ir  jr j 行； 

2. ：将第 i 行的所有数同时乘以一个非零常数 ； 

 简称：一行乘以一个非零常数  

ikr k

k

3. ：将第 i 行的所有数同时乘以 、再加到jr kr i k j 行相应的数上； 

    简称：将 i 行的 倍加到k j 行 

 

定义 3.15   矩阵的初等行变换。 

 我们称上述三种运算为矩阵的初等行变换。 

 

因此，高斯消元法是将线性方程组的增广矩阵用初等行变换化为阶梯形线性方程组的增

广矩阵。而阶梯形线性方程组的增广矩阵有何特点？ 

 

定义 3.16  行阶梯形矩阵 

 如果矩阵 A 满足 

(1)若有零行，则零行都在矩阵的最下方； 

(2)从第一行起，每一行的第一个非零元前面零的个数逐行增加； 

则称 A 为行阶梯形矩阵。 

下面为两个行阶梯形矩阵的例子， 

   

图 3.1 行阶梯形矩阵的例子 

 

显然，阶梯形线性方程组的增广矩阵为行阶梯形矩阵。高斯消元法求解线性方程组就是

将线性方程组的增广矩阵用初等行变换化为行阶梯形矩阵。 

 

定义 3.17  行标准形矩阵（行最简形矩阵） 

 如果矩阵 A 满足 

(1) A 为一个行阶梯形矩阵； 

(2)每行的第一个非零元等于 1； 

(3)每行的第一个非零元所在列的其它元素为 0； 
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则称 A 为行最简形矩阵(行标准形矩阵)。例如，下面为两个行标准形矩阵， 

    

图 3.2 行最简形矩阵的例子 

 

用高斯－约当法求解线性方程组时，最后所得到线性方程组的增广矩阵为行最简形矩阵。 

 

我们需要掌握如何用初等行变换将矩阵化为行阶梯形、行标准形。 

 

用初等行变换将矩阵化为行阶梯形矩阵的方法： 

(1)若矩阵的第一列元素都为 0，则第一列不需要再加以处理；否则，在第一列中选一个非零

元素，然后通过交换该元素所在行与第一行，将该元素所在的行交换到第一行，得到一个新

矩阵，位于该矩阵的第一行、第一列的元素不为 0，此时通过将第一行的某个倍数加到后面

各行，就可将第一列的其它元素都化为 0；如下图所示：（其中 B 也是一个矩阵） 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


11 12 1

22 2

2

0

0

n

n

m m

a a a

b b

b b n

 
 
 
 
 
 




  


11a

0

 
  
 B

（假设 ） 11 0a 

(2)对矩阵 B 运用(1)； 

(3)重复(1)、(2)即可将矩阵化为行阶梯形。 

 

用初等行变换将矩阵化为行最简形矩阵 

（1） 首先用初等行变换将矩阵化为行阶梯形矩阵； 

（2） 然后从最后一个非零行开始，一直到第二个非零行为止，用初等行变换将与该行第

一个非零元所在列的其它数化为零； 

（3） 然后每一个非零行除以该行的第一个非零元； 

（注意：其中第二步、第三步可调换次序） 

 

下面举一个将矩阵化为行阶梯形、行最简形的例子。 

例 3.20 用初等行变换将矩阵

1 1 1 1 1

3 2 1 1 3

0 1 3 2 5

5 4 3 3 1

 
  
 
  

A = 化为行阶梯形、行最简形。 

解  

1 1 1 1 1

3 2 1 1 3

0 1 3 2 5

5 4 3 3 1

 
  
 
  

2 1

4 1

3

5

1 1 1 1 1

0 1 2 2 6

0 1 3 2 5

0 1 2 2 6

r r

r r





 
     
 
     
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3 2

4 2

1 1 1 1 1

0 1 2 2 6

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

r r

r r





 
     
 
 
 

 

此时已经把该矩阵化为行阶梯形矩阵。下一步再用初等行变换将其化为行最简形矩阵： 

1 1 1 1 1

0 1 2 2 6

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

 
     
 
 
 

 2 3

1 3

2

1 1 0 1 2

0 1 0 2 8

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

r r

r r





 
    
 
 
 

 

1 2

1 0 0 1 6

0 1 0 2 8

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

r r

  
    
 
 
 

 2

1 0 0 1 6

0 1 0 2 8

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

r

  
 
 
 
 
 

 

 

 类似于矩阵的初等行变换，我们引入矩阵的初等列变换。 

 

定义 3.18  矩阵的初等列变换 

我们把矩阵的下述三种运算统称为矩阵的初等列变换： 

1. 对换变换：互换矩阵的第 i 列、 j 列的位置，记为 i jc c ； 

2. 数乘变换：将一列所有数同时乘以一个非零常数 k ，简称：一列乘以一个非零常数 ；

记为 ； 

k

ikc

3.倍加变换：将第 i 列的所有数同时乘以 、再加到k j 列相应的数上，简称为：将一列的 k 倍

加到另一列；记为 ； j ic kc

 

 矩阵的初等行变换、初等列变换统称为矩阵的初等变换。若矩阵 A 可经过有限次初等

行（列）变换化为矩阵 B ，则称 A 与 B 行（列）等价；若矩阵 A 可经过有限次初等变换化

为矩阵 B ，则称 A 与 B 等价，记作 A B 。矩阵等价也满足三条性质： 

（1） 反身性： A A ； 

（2） 对称性：若 A B ，则 B A ； 

（3） 传递性：若 A B ， B C ，则 A C 。 

 

在将矩阵化为行阶梯形、行标准形的过程中，只要应用矩阵的初等行变换即可，在这个

变换过程中所得的任何两个矩阵都是不相等的。例如， A 经过一个初等变换化为矩阵 B ，

这两个矩阵之间不是相等关系，但如果能够建立关于这两者的等式，则可能比较有意义，这

一目的可通过使用初等矩阵达到。 

 

定义 3.19  初等矩阵 
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 单位矩阵 E 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵。 

 

定义 3.20  行(列）初等矩阵 

  单位矩阵 E 经过一次初等行（列）变换得到的矩阵称为行(列）初等矩阵。初等行矩

阵、初等列矩阵都是初等矩阵。 

 

与矩阵的三种初等行变换相对应，有三种行初等矩阵： 

(1)互换单位矩阵 E 的两行，互换第 i 行、第 j 行得到 

 

T
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T
1

T

T
1

T
1

T

T
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j
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







 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

e

e

e

e

e

e

e

e







 

(2)单位矩阵 E 的某一行乘以一个非零常数 ，第 行乘以非零常数 得到 k i k
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(3)将 E 一行的某个倍数加到另外一行。将第 j 行的 倍加到第 行，得到 k i

 

T
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T
1
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T
1

T
1
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i j
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类似地，三种列初等矩阵为 
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(1)互换单位矩阵 E 的两列，互换第 i 列、第 j 列得到 

 

1 1 1 1 1i j i j i j n      e e e e e e e e    

(2)单位矩阵 E 的某一列乘以一个非零常数 。第 列乘以非零常数 ，得到 k i k

 

 1 1 1i i ik  e e e e  ne  

(3)将 E 一列的某个倍数加到另外一列，例如，第 j 列的 倍加到第 列，得到 k i
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1 1 1 1 1i i j i j j j nk      e e e e e e e e  e  

 

显然，对应的行初等矩阵、列初等矩阵之间有如下关系： 

  ij ijR C      i k i kR C            
T

, ,i j k i j k j i k
R C R 

,

因而，一个初等矩阵即可看成是行初等矩阵，也可看成列初等矩阵，但是需要注意从单位矩

阵变到该行（列）初等矩阵所做的初等变换。 
 

初等矩阵的行列式不等于零，因而它们都是可逆的。其逆在稍后给出。 

 

初等矩阵的作用 

 若矩阵 A 经过一次初等变换化为矩阵 B ，则可用初等矩阵建立关于 ,A B 的方程。这反

映为如下定理： 

 

定理 3.5  对矩阵 A 施行某种初等行(列)变换，相当于用相应的行(列)初等矩阵左(右)

乘矩阵 A 。 

定理内容说明： 

(1)互换 A 的第 行、i j 行得到 B ，则 ijR A B ； 

(2) A 的第 行乘以非零常数 得到i k B ，则  i kR A B ； 

(3) 将 A 的第 j 行的 倍加到第 行得到k i B ，则   ,i j k
R A B ； 

(4)互换 A 的第 列、i j 两列得到 B ，则 ijAC B ； 

(5) A 的第 列乘以非零常数 得到i k B ，则  i kAR B ； 

(6) 将 A 的第 j 列的 倍加到第 列得到k i B ，则   ,i j k
AC B ； 
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证明：我们只证明第一种情况，其它情况可类似地加以证明。设交换矩阵 A 的第 行、 行

得到

i j

B 。我们要证明 。 ij R A B

证明：由于做初等行变换都是以一行为单位，因而我们可以将 A 、 B 按行分块，即 

     

现考虑 的第 行与ijR s A 相乘的结果： 

 
11

1 1
   

m m

ij ij ij tts st
t t 

              st
R A R A R A  

(1)当 时，在 的第 行元素中，只有第 列元素为 1，其它元素为 0，因此上式等

于

,s i j ijR s s

sA ； 

(2)当 时，在 的第 行元素中，只有第s i ijR i j 列元素为 1，其它元素为 0，因此上式等于 jA ； 

(3)当 时，在 的第s  j ijR j 行元素中，只有第 列元素为 1，其它元素为 0，因此上式等于i

iA ； 

综合上面三种情况，我们得到 
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对于其它的情形可以类似地进行证明。 

 

或利用分块矩阵进行证明： 

由于 ，而根据已有结论，将
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命题证毕。               ■ 
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定理 3.5 的应用： 

(1) 由定理 3.4 容易求得初等矩阵的逆矩阵如下： 

   1

1 1 1
( , ( )) ( , ( )),   ,  ij ij i j k i j ki k i k

  
  R R R R R R  

   1

1 1 1
( , ( )) ( , ( )),   ,   ij ij i j k i j ki k i k

  
  C C C C C C  

我们以
1

ij ij
 R R 为例说明。由于 ，根据定理 3.5，有 

i jr r

ij



R E

ij ij R R E  

故
1

ij ij
 R R 。 

因此，初等矩阵的逆矩阵还是初等矩阵。 

 

(2) 矩阵标准形 

如果只使用初等行变换，那么矩阵只能化为行阶梯形、行标准形，但是如果对行标准

形矩阵再使用初等列变换，则还能做到使得每一行也只具有一个非零元 1，然后交换各列的

位置，可使得第 i 行的唯一非零元 1 位于第 i 列，即此时所得的矩阵的左上角为一个单位矩

阵，其它元素为 0， 

1

1

0

0

rE O

O O

 
 
 
   

   
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 
 





 

我们称之为矩阵的标准型。如果矩阵 A 经过初等变换可化为上式，则称 A 等价于标准形。 

 

注意：矩阵的标准形具有不同的表现形式，例如零矩阵的标准形为 

0

0

0

0

O

 
 
 
 

 
 
 
 
 





 

此时左上角没有出现 阶单位矩阵；另外，对于单位矩阵r E ，其标准形就为单位矩阵，而

没有零行。 

 

如何化矩阵为标准形： 

(1)如果矩阵为零矩阵，则不需要任何操作； 

(2)先将矩阵化为行阶梯形； 

(3) 如果行阶梯形有 个非零行，则矩阵标准形的左上角为一个 阶单位矩阵，其它元素为r r
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0； 

 

 由于矩阵 A 经过初等变换可化为标准型，设其标准型为 

rE O

O O

 
 
 

 

根据定理 3.5，与将 A 化为标准形所用的初等变换相对应，有一序列的行初等矩阵

1, , 1P ,P P t t ，列初等矩阵 1 2 , ,Q ,Q Q s ，使得 

1 1 1 2
r

t t s

E O
P P P AQ Q Q

O O

 
  
 

   

其中行初等矩阵  1, ,iP i t  的阶数等于 A 的行数，列初等矩阵  1, ,jQ j s  的阶数等

于 A 的列数。若令 1 1t tP P P  P ， 1 2Q = QQ Q s ，则有 

rE O
PAQ

O O

 
  
 

 

显然， 都可逆。实际上其逆命题也成立，即： ,P Q

若有可逆矩阵 使得,P Q rE O
PAQ

O O

 
  
 

成立，则 A 等价于标准型
rE O

O O

 
 
 

。 

而该命题的证明需要如下定理。 

 

定理 3.6  设 A 为 阶可逆矩阵，则n A 必等价于 阶单位矩阵。 n
证明：反证法。若 A 的标准型不为 阶单位矩阵，则n A 的标准型为 

rE O

O O

 
 
 

 

其中 。 r n

 根据以上讨论可知，存在可逆矩阵 使得 P,Q

rE O
PAQ

O O

 
  
 

 

这里的 都为 阶方阵，两边取行列式得 , ,P Q A n

0  rE O
PAQ P A Q

O O
 

由于 ,P Q 可逆，故 0,  P Q  0，因此得到 
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0A   

这与 A 可逆矛盾。故命题成立。 

                   ■ 

 

由于可逆矩阵与单位矩阵等价，因此可逆矩阵可经过一序列的初等行变换、初等列变换

化为单位矩阵，因此对于 阶可逆矩阵n A ，存在行初等矩阵 1, , 1P ,P P t t ，列初等矩阵

1 2 , ,Q ,Q Q s ，使得 

1 1 1 2t t s n P P P AQ Q Q E   

因此 

1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1
1A P P P E Q Q Q

P P P Q Q Q

P P P Q Q Q E

= EP P P Q Q Q

     
 

     
 

     
 

     
 







 

 

 

 

s

s

s

s

t t n s

t t s

t t s

t t s

 

由于初等矩阵可逆且其逆还是初等矩阵，因而有即 A 可表示成有限个初等矩阵的乘积。 

 

已知可逆矩阵与单位矩阵等价，可综合使用初等行变换、初等列变换将可逆矩阵化为单

位矩阵。由于同一个初等矩阵即可看作行初等矩阵，也可看作列初等矩阵，因此从上式中的

最后两个式子可知：对于可逆矩阵，仅用初等行变换就可将之化为单位矩阵（可逆矩阵的标

准形），也可仅用初等列变换将之化为单位矩阵（可逆矩阵的标准形）。 

 

定理 3.7  方阵 A 可逆 A 可表示为一序列初等矩阵的乘积。 

 

结合定理 3.5，就有以下重要结论： 

 一个可逆矩阵左乘矩阵 A 相当于对 A 做一序列的初等行变换，一个可逆矩阵右乘 A 相

当于对 A 做一序列的初等列变换。 

 

由此可得到求逆矩阵的初等变换法。 

 设 A 可逆，为求得 A 的逆矩阵，构造分块矩阵 B 。 

 B A E  

则 

 1 1 1 1

1

   



    
   

A B A A E A A A E

E A
 

由于左乘一个可逆矩阵相当于对该矩阵做一序列的初等行变换，因此从上式可得：这些初等

行变换将矩阵 A 变为单位矩阵 E ，则同样的初等行变换将单位矩阵 E 变为
1A
，而初等行

变换是对整个矩阵 A E 进行的。 
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如果构造分块矩阵 

 
  
 

A
B

E
 

则可考虑 

1
1 1

11


 



   
   


   
    

A EAA
BA A

E AEA
 

因此，对
 

  
 

A
B

E
作初等列变换，若这些初等列变换将 A 化为单位矩阵，则这些初等列变

换将单位矩阵化为
1A 。 

 

我们可以进一步地推广上述结论。设方阵 A 可逆，则为了求
1A B

，我们先构造分块矩阵

 A B ，则 

 1 1 1 1A A B A A A B E A B            

上式说明：对 A B 做初等行变换，若该初等行变换将 A 化为单位矩阵，则该初等行变换

将 化为B 1A B
。 

 类似的，为了求 ，构造分块矩阵
1BA  

 
 

A

B
，对它做初等列变换，若该初等列变换将 A

化为单位矩阵 E ，则该初等列变换将 化为B 1BA
。 

 

我们也可应用上述结果来说明高斯消元法。线性方程组可表示为 AX b，高斯消元法

是用初等行变换将该方程组的增广矩阵 A b 化为行阶梯形   A b ，因此存在可逆矩阵

，使得P     A b P A b ，故有 ,     A PA b PB ，因此以   A b 为增广矩阵的

线性方程组 AX b 可表示为 PAX Pb，由于 P 可逆，故 

    AX b PAX Pb AX b  

故方程组 AX b与 AX b 同解。 
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例 3.22 求 的逆矩阵。 

1 1 1

2 4 1

1 5 3

 
 

  

A

－

＝ －

－


解  

1 1 1 1 0 0

2 4 1 0 1 0

1 5 3 0 0 1

 
  
  

2 1

3 1

2

1 1 1 1 0 0

0 2 1 2 1 0

0 4 2 1 0 1

r r

r r





 
     
   

 

3 12

1 1 1 1 0 0

0 2 1 2 1 0

0 0 4 3 2 1

r r

 
     
  

3
1

4

1 1 1 1 0 0

0 2 1 2 1 0

3 1 1
0 0 1

4 2 4

r

 
 
 

    
 

 
 

 

1 3

2 3

1 1 1
1 1 0

4 2 4
5 1 1

0 2 0
4 2 4

3 1 1
0 0 1

4 2 4

r r

r r





   
 
    
 
 
  

 

2
1

2

1 1 1
1 1 0

4 2 4
5 1 1

0 1 0
8 4 8
3 1 1

0 0 1
4 2 4

r


   
 
   
 
 
  

  

1 2

7 1 3
1 0 0

8 4 8
5 1 1

0 1 0
8 4 8
3 1 1

0 0 1
4 2 4

r r

  
 
   
 
 
  

  

因此 A 的逆为 

1

7 1 3

8 4 8 7 2 3
5 1 1 1

5 2 1
8 4 8 8

6 4 2
3 1 1

4 2 4



  
  

         
    

 
  

A  
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例 3.23  设方阵 A可逆，将 A的第二列加到第一列得到 ，则B *A 与 有何关系？ 
*B

解：根据已有定理可知  ，由于 1,2 1
B AC  A可逆，故 也可逆。且 B

      

      
        

     

  

1
* 1

1,2 1 1,2 1

1
1 1

1,2 1 1,2 1 1,2 1

1 *
1,2 1 1,2 1

*
2,1 1





 




 



 

   
 



B B B AC AC

A C C A A C A

C A A C A

R A

 

所以 可通过将
*B *A 的第二行减去第一行得到。 

 

问题：如果 A不可逆，则上述结论是否还成立？ 

 

习题 3.5 

1. 设 n 阶方阵 A 可逆，将 A 的第二列加到第一列得到 B ，问它们的伴随矩阵
*A 、

*B 之

间有何关系?若 A 不可逆，
*A 与

*B 之间又有何关系？ 

2. 将矩阵  表示成初等矩阵的乘积。 

1 0 0

2 0 1

0 1 0

 
  
  

A

3. 设 A 是 n 阶可逆矩阵，将 A 的第 i 列与第 j 列互换后得到矩阵 B ，证明：（1）证明

0B ；（2）计算
1B A。 

 

§3.6  分块矩阵的初等变换 

 我们已经学习了矩阵的初等变换，实际上，初等变换的概念也可以应用于分块矩阵，这

就是分块矩阵的初等变换。 

 

定义 3.21 分块矩阵的初等变换 

 设 A 是一个分块矩阵，如下的三种运算称为分块矩阵的初等行变换： 

（1） 互换两行； 

（2） 用一个可逆矩阵左乘 A 的某一行的所有子块； 

（3） 用一个矩阵左乘 A 的某一行中的每个子块，并加到另外一行的对应子块上； 
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假设分块矩阵

11 12 1

1 1

1 2

1 2

t

i i it

j j jt

s s st

 
 
 
 
   
 
 
 
  

A A A

A A A

A

A A A

A A A


  


  


  



1t

jt

it

，则它互换 两行的初等变换所得结果为,i j

11 12

1 1

1 2

1 2

j j

i i

s s st

 
 
 
 
 


 
 
 
  



A A A

A A A

A A A

A A A







1t

it

jt

st

 
 
 
 
 


 
 
 
  

A

BA

A

A













 


 


 



11 12

1 1

1 2

1 2

i i

j j

s s



A A

BA BA

A A

A A

 

 

 

1i

； 第 i 行 乘 以 矩 阵 可 逆 矩 阵 所 得 的 结 果 为

，而将第 i 行的每个子块都用矩阵 去乘（设 的列数等于子块

B

B B

A 的行数）、并加到第 j 行的结果为 

11 12 1

1 1

1 1 2 2

1 2

t

i i it

j i j i jt it

s s st

 
 
 
 
 
 
   
 
 
  

A A A

A A A

A BA A BA A BA

A A A


  


  


  



 

 

类似地可以定义分块矩阵的初等列变换： 

（1） 互换两列； 

（2） 用一个可逆矩阵右乘 A 的某一列的所有子块； 

（3） 用一个矩阵右乘 A 的某一列中的每个子块，并加到另外一列的对应子块上； 
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 分块矩阵的初等行变换、初等列变换统称为分块矩阵的初等变换。 

 

定义 3.22 分块初等矩阵 

 将单位矩阵分块，使得所得的分块矩阵为一准对角矩阵，然后对该准对角矩阵应用一次

分块矩阵的初等变换所得的矩阵称为分块初等矩阵；经过分块矩阵的初等行变换所得到的矩

阵称为分块行初等矩阵，经过分块矩阵的初等列变换所得到的矩阵称为初等列分块矩阵。根

据定义可知，分块初等矩阵是可逆的。 

 

 为描述简单起见，我们不妨假设将单位矩阵分为2 2 的准对角矩阵
m

n

 
  
 

E
E

E
， 

那么该矩阵做初等变换所得的初等分块矩阵分别为
n

m

 
 
 

E

E
，

n

 
 
 

B

E
（ 可逆），

，且有

B

m

n

 
 
 

E

B E
 1 0, 0,

mnn m

m n n

      
E B E

B
E E B

1 0
E

，即这三个

分块初等矩阵都可逆。 

 

关于初等分块矩阵与分块的初等变换，我们有类似于初等矩阵与矩阵的初等变换的定理： 

 

定理 3.8  对分块矩阵 A 施行某种初等行(列)变换，相当于用相应的行(列) 初等分块矩

阵左(右)乘矩阵 A 。 

 

例如
11 12 21 22

21 22 11 12

n

m

    
     

    

E A A A A

E A A A A
，

11 12 11 12

21 22 21 22n

     
     

    

B A A BA BA

E A A A A
， 

11 12 11 12

21 22 11 21 12 22

m

n

    
         

E O A A A A

B E



A A BA A BA A
（均假设分块矩阵乘法可以进行）。 

 

现在，我们利用分块矩阵的初等变换证明定理： 

若 ,A B 为同阶方阵，则 AB A B 。 

 我们讨论矩阵
 
  

A O

E B
的行列式，根据分块矩阵的初等变换， 

  
     





A O O AB

E B E B行  

根据如上定理，即有 

    
         





E A A O AB

O E E B E B
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取行列式，有 

   1 1


      
 

n nE A A O O AB E B
E AB AB

O E E B E B O AB
 

而 

1 
 

E A A O A O
A B

O E E B E B
 

故 AB A B 成立。 

 

例 3.24 设 ,A B 均为 阶方阵，则有n   E AB E BA 。 

证明 考虑分块矩阵
 

 


E A

B E
，分别用初等变换将它化为“准上三角形”： 

    
         

E O E A E A

B E B E O E BA









 

    
        

E A E O E AB A

B E B E O E
 

对上两个式子取行列式，得到 

   
E A

E BA E AB
B E

 

故命题成立。 

 

例 3.25 已知 阶方阵m A 、 阶方阵n B 均可逆，证明
 
 
 

O A

B O
可逆，并求其逆。 

分析：假设其逆矩阵为 ，则有 11 12

21 22

 
 
 

X X

X X

11 12 21 22

21 22 11 12

m

n

      
       
      

E O X X AX AXO A

O E X X BX BXB O
 

即

21

22

11

12

0

0


 
 
 

AX E

AX

BX

BX E

，由于 A,B可逆，故有

1
21

22

11

1
12





 
 
 
 

X A

X O

X O

X B

，即

1 1 

1

  
   

   B O

O A O B

A O
。 

证明：直接验证

1

1





   
   

  

O AO B
E

B OA O
即可。 
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习题 3.6 

1. 已知方阵 ,A B 都可逆，证明 
 

 

A O

C B
可逆，并求其逆矩阵。 

2. 设 ,A B 是同阶方阵，证明：   
A B

A B A B
B A

。 

3. m n 矩阵 A 和任意 n m 矩阵 B ，证明： 

（1）
m

n

n m  
E B

E BA E AB  

（2）对任意数

A E

，有
m n

n m   E BA E AB 。 

4. 将 n 阶矩阵 A 分块为
1n

nna
 

  
 

A
A




，其中 1nA 是 1n  阶可逆矩阵。若 A 可逆且已

知
1

n


1A ，求
1A 。 

  

§3.7   线性方程组解的情况与矩阵的秩 

 从我们以前所接触到的线性方程组的例子可知，有的线性方程组无解，有的线性方程组

有解；在有解时，有的线性方程组有唯一解，而有的线性方程组有无穷多解。我们希望能够

判断一个线性方程组到底属于哪种情况：无解、有唯一解、有无穷多解。是否除了这三种情

况外，还有其它可能的情形——线性方程组有有限个解。当然，如果我们求解出该线性方程

组，自然就知道其解的情况。我们知道，在用高斯消元法求解线性方程组时，先将线性方程

组化为阶梯形方程组，然后再用回代法求解；但如果用高斯-约当法求解线性方程组，则相

当于用矩阵的初等行变换将线性方程组中的增广矩阵化为行标准形矩阵。由于原始的线性方

程组与以该行标准形矩阵为增广矩阵的线性方程组有相同的解，因此我们可首先讨论增广矩

阵为行标准形矩阵的线性方程组解的情况。 

 我们假设线性方程组为（1.9），其增广矩阵经过初等行变换化为了行标准形矩阵。为便

于讨论，我们假设该线性方程组的增广矩阵具有如下行标准形的形式
[注 1] 

1, 1 1 1

2, 1 2 2

, 1

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r n

r n

r r rn r

r

c c

c c

c c

d









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

     
 
 
 

     
 

d

d

d
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该行标准型矩阵的特点是：其左上角 行、r 列是一个单位矩阵。以该行标准形矩阵为增广

矩阵的线性方程组为 

r

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

                     

                    

                                                           

                     

      

r r n n

r r n n

r r r r rn n r

1

2

x c x c x d

x c x c x d

x c x c x d

 

 

 

   

   

   







1                                                0  

                                                      0  0

                                                          

                          

rd 



                            0  0












 

 

此时很容易讨论该线性方程组解的情况： 

1 若 1 0rd   ，则方程 

  10 rd   

显然不能成立，因此线性方程组无解； 

2 若 1 0rd   ，则还可分为两种情况 

2.1 若 r n ，此时线性方程组的增广矩阵为 

  

1

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1 n

d

d

d

 
 
 
 
 
 




   


 

对应的线性方程组为 

  

1 1

2 2

                   

                   

                       

                   n n

x d

x d

x d


 


 


 

所以线性方程组有惟一解。 

2.2）若 ，则增广矩阵为 

  

r n

1, 1 1 1

2, 1 2 2

, 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r n

r n

r r rn r

c c

c c

c c







d

d

d

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

     
 
 
 

     
 
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我们不需考虑0 类型的方程，而只需考虑线性方程组 0

  

1 1, 1 1 1

2 2, 1 1 2

, 1 1

                     

                     

                                                           

                     

r r n n

r r n n

r r r r rn n r

1

2

x c x c x d

x c x c x d

x c x c x d

 

 

 

   
    


   










      

我们将自由未知量 1, ,r nx x  移到等号右边，得到 

    

1 1 1, 1 1

2 2 2, 1 1

, 1 1

                     

                     

                         

                     

r r n n

r r n n

r r r r r rn n

1

2

x d c x c x

x d c x c x

x d c x c x

 

 

 

   
    


    







      

因此，对于给定的 1, ,r nx x  的值，我们都可以得到 1 2, , , rx x  x

n

的值，因而此时线性方程

组有无穷多解， 

1 1 1, 1 1 1

2 2 2, 1 1 2

, 1 1

1 1

  

  

      

  

      

 

r r n n

r r n n

r r r r r rn

r r

n n

x d c x c x

x d c x c x

x d c x c x

x x

x x

 

 

 

 

   
    

    
 













   

 

 根据以上分析可知，不存在线性方程组有多于一个的有限个解的情况。 

 

 因而对于增广矩阵为行标准形矩阵的线性方程组，我们能够很容易地判断其解的情况。

但是如果线性方程组的增广矩阵不为行标准形矩阵，那么该如何判断其解的情况呢？当然我

们可以首先将其增广矩阵化为行标准形矩阵，然后利用以上结论来判断。但是否能够根据增

广矩阵的“特点”来判断该方程组解的情况呢？更直观地说，是否能够给出增广矩阵的某个

指标，而使得我们能够根据该指标来判断方程组解的情况。显然，为了达到我们的目标，满

足该要求的矩阵指标与其行标准形矩阵的指标应该有某种联系，这样才能利用上述分析的结

果。而满足以上要求的一个候选者就是矩阵的秩。 

 

矩阵的秩是矩阵的一个重要特征，在很多情况下起着非常重要的作用。 

 

定义 3.23  矩阵的 阶子式 k
 设有m 矩阵 n
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11 12 1

21 22 2

1 2

          

          

                    

        

n

n
ij m n

m m mn

a a a

a a a
a

a a a



 
 
      
 
 

A




  


 

从矩阵 A 中选取 行( )、 列(k 1 2 ki i i   k 1 2 kj j j   )，位于这些行和列相交处

的元素所定义的 阶行列式 k

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

k

k

k k k

i j i j i j

i j i j i j

i j i j i j

a a a

a a a

a a a





  


k

 

称为矩阵 A 的一个 阶子式，其中k  min ,k m n 。比如，对于矩阵5 4 矩阵 

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

17 18 19 20

 
 
 
 
 
 
  

 

我们可以给出其若干子式 

 

为非零子式 

 

显然，对于m n 矩阵 A ，共有 个 阶子式。 
k k
m nC C k

 

定义 3.24 矩阵的秩 

在矩阵 A 的所有不为 0 的子式中，阶数最高的子式的阶数称为矩阵的秩，记为  r A ，
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或秩( A ), rankA 。 

 

由于零矩阵没有不为零的子式，我们规定：零矩阵的秩为 0。 

 

根据矩阵秩的定义，我们能得到关于矩阵秩的一些基本结论： 

1、若 A 为 矩阵，则m n    min ,r A m n ，即矩阵的秩不会超过其行数、列数的最小值； 

2、若矩阵 A 的所有 阶子式为 0，则由行列式展开定理可知1r  A 的所有 阶子式为 0，

依此类推可知

2r 

A 的所有阶数大于 的子式全为零，因此有r  r rA ；若 A 有一个 阶子式

不为零，则 ； 

r

  A

 r

r r

3、阶梯形矩阵的秩等于矩阵中非零行的个数； 

4、 时，0k  r kA A ； 

5、  r  Tr A A



； 

6、    r rA A B ，  r r
  

   
  

A
A

B
。 

 

例 3.26   求下述矩阵的秩. 

1 3 9 3

0 1 3 4

2 3 9 6

                    

                    

                 

 
   
   

A  

有四个三阶子式。注意到该矩阵的第 2 列、第 3 列成比例，因而同时含有这两列元素的三阶

子式为零，因而只需要考虑两个三阶子式 

1 3 3 1 3 3

0 1 4 0 1 4

2 3 6 0 3 12

                                        

                                       

                                

0 
 

 

1 9 3 1 9 3

0 3 4 0 3 4

2 9 6 0 9 12

                                

                              

                            

 
   

 
0  

因而， 。又由于二阶子式   3r A

1 3
1 0

0 1

            

            
   

所以， 。   2r A
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问题：如何求矩阵的秩？ 

根据定义直接求(如上述例子)矩阵的秩，其缺点是运算量大，而且只对简单矩阵适用。 

对于一般的矩阵，我们根据以下定理与性质 3来求矩阵的秩。 

 

定理 3.9   初等变换不改变矩阵的秩。 

证明：考虑初等行变换。设矩阵 A 经过一次初等行变换化为 ，我们证明B    r rA B 。

设 ，我们证明 ，只需要证明 至少有一个 阶不为零的子式。由于

，故

 r A

 r rA

r r r B  B r

A 至少有一个 阶子式r 0rD  。 

(1)如果 A 互换两行得到 B ，则总能在 B 中找到与 对应的子式rD rD ，由于 r rD D 或

rD r D ，因此 0rD  ，所以 

 r rB  

（2）如果
ir k

A B


 ，则在 B 中找一个与 位置相同的子式rD rD ，显然 r rD kD 或 r rD D ，

所以 0rD  ； 

（3）如果
i jr kr

A B ，分为三种情况 

（3.1） 中不含有第 行， rD i

（3.2） 中同时含有第 行； rD ,i j

（3.3） 中含有第 行但不含有第rD i j 行； 

对于（3.1）、（3.2）两种情况，显然 中与 对应的子式B rD 0r rD D  ，所以 。

对于情况（3.3），由 

 r rB

1 1 2 2

                                            

             

                                        
r rr is js is js is jsD a ka a ka a ka   

   


   
 

1 2 1 2

                            

                 

                         
r ris is is js js jsa a a k a a a 

       
 

       
 

ˆ
r rD kD   

故若 ，则ˆ 0rD  0r rD D  ， 有一个不为零的子式B rD ，所以  r rB ； 
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若 ，则因 中不含有第 i 行知ˆ 0rD  ˆ
rD A 中有不含有第 行的 阶非零子式，从而由（3.1）

知 。 

i r

  Br r

 以上证明了若 A 经过一次初等行变换变为 ，则B    r rA B 。由于 也可经过一次

初等行变换变为

B

A ，故也有    r rB A 。故    rr A B 。 

                   ■ 

 

根据该定理，为求  r A ，我们可将矩阵 A 通过初等变换化为阶梯形 B ，由定理 3.9

有    r rA B ，由于 为阶梯形矩阵，故B  r B 等于 的非零行的个数。 B

 

例 3.27  求矩阵

3 2 0 5 0

3 2 3 6 1

2 0 1 5 3

1 6 4 1 4

 
  
 




   

A 的秩，并求 A 的一个最高阶非零子式。 

解：方法 1 首先用初等行变换将矩阵 A 化为阶梯形矩阵 

  1 4

3 2 0 5 0 1 6 4 1 4

3 2 3 6 1 3 2 3 6 1

2 0 1 5 3 2 0 1 5 3

1 6 4 1 4 3 2 0 5 0

r r

    
          
    
       

A

2 1

3 1

4 1 4

3
2
3 ( 4)

1 6 4 1 4 1 6 4 1 4

0 20 15 9 13 0 20 15 9 13

0 12 9 7 11 0 12 9 7 11

0 16 12 8 12 0 4 3 2 3

r r
r r
r r r



  

     
       
    
       


 











 

3 2

2 4 4 2

3
5

1 6 4 1 4 1 6 4 1 4

0 4 3 2 3 0 4 3 2 3

0 12 9 7 11 0 0 0 1 2

0 20 15 9 13 0 0 0 1 2

r r
r r r r


 

     
        
   
      

 

4 3

1 6 4 1 4

0 4 3 2 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

r r

  
    
 
 
 

B  

该阶梯形矩阵 有三个非零行，因此B     3r r A B ；在 中，第 1，2，3 行、1，2，4B
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列所确定的子式

1 6 1

0 4 2 4

0 0 1


  不为零；但是题目要求是在 A 中找一个三阶的不为零子式，

为此我们在 A 选 1，2，4列，然后看 B 的第 1，2，3 行是与 A 的哪些行对应的。在上述用

初等行变换将 A 化为 B 的过程中，我们做了两次行交换 1 4r r 2, r 4r  ，因此 B 的第 1 行

对应 A 的第 4 行、 B 的第 2 行对应 A 的第 1 行、 B 的第 4 行对应 A 的第 2 行， B 的第 3

行对应 A 的第 3 行，因此在 A 取第 4、1、3 行。在 A 中，由第 4、1、3 行、1，2，4 列确

定的子式一定不为零，该子式为 

3 2

2 0

1 6

5

5

1

16 0  


 

 

方法 2 用初等行变换中的第 2、3 种运算(不使用互换两行的运算)，将 A 化为一种特殊类

型的矩阵 B ，对 B 只需经过互换行的运算就可以化为阶梯形矩阵， 

3 2

3 2

2 0

1 6

0

3

1

4

5

6 1

5

0

3

4

 
   
 

1




 
  

A

1 4

2 4

3 4

3
3
2

1

1

1

4

r r
r r
r r





 0 1 12 8

0 2 15 9

0 1 9 7

1 6 4 1

6

0

2

2

3

1

 
   
  
   

 

1 4

0 4

0 2

0 1

1 6

3

5

9

4

2

1 9

7

1

3

13

11

4

0

2
r

  
 
 
 
 
 

 
 



 

2 1

3

5
3

3

2

2

4

r r
r r



0 4 3 2

0 0 1

0 0 1

1 6 4 1

0

0

  
  
 
   

 

2 3r r

0 4

0 0

1 6

3 2

0 0 0 0

0 1

1

 3

2

4

 
 
 0

4




B 
 
 
  

 

所以 r   r A B 。这个矩阵经过互换两行的初等行变换就可把它化为行阶梯形，它有 3

个非零行，故   3r B 。显然，我们在 中可找一个不为零的三阶子式:第 1、3、4 行，

第 1、2、4列，即 

B

0 4 2

1


0 0

1 6


4  0

1

   

则 A 对应位置的子式也不为零，即 
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3 2 5

2 0 5 16 0

1 6 1

  


 

 

问题：为什么有这个结论？这样做的依据是什么？ 

 

定理 3.10 若 ,P Q 可逆，则    r rPAQ A 。 

证明：可逆矩阵 左乘P A 相当于对 A 做一序列的初等行变换，可逆矩阵Q 右乘 A 相当于

对 A 做一序列的初等列变换，而初等变换不改变矩阵的秩，因此本定理成立。 

 

根据增广矩阵为行标准形矩阵的线性方程组的解的情况的讨论以及矩阵秩的定义与性

质，我们有如下定理： 

 

定理 3.11  设m n 型线性方程组的系数矩阵、增广矩阵分别为 A ， A ，则 

2. 若    r rA A ，则线性方程组无解； 

3. 若    r rA A ，则线性方程组有解； 

a) 若    r r A A n ，则线性方程组有唯一解； 

b) 若    r r A A n，则线性方程组有无穷多解； 

 

推论 设 型齐次线性方程组m n 0AX 的系数矩阵的秩  r rA ，则 

（1） 0AX 有无穷多解 n ；  r r  A

（2） 0AX 仅有零解 n 。  r r  A

 

例 3.28 判断如下方程组解的情况，如果方程组有解，则求其解。 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 3 11

5 3 6 1

2 4 2

x x x x

x x x x

x x x x

   


6

    
     

 

解：该线性方程组的增广矩阵为 

1 5 2 3 11

5 3 6 1 1

2 4 2 1 6

  
   
  
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利用矩阵的初等行变换将其划为阶梯形 

1 5 2 3 11

0 14 2 7 28

0 0 0 0 0

  
   
  

 

所以 ，所以该线性方程组有解；将增广矩阵化为行标准形     2r r A A

9 1
1 0 1

7 2
1 1

0 1 2
7 2

0 0 0 0 0

  
 
   
 
 
  

 

取 3 4,x x 为自由未知量，其解为 

1 3

2 3

3 3

4 4

9 1
1

7 2
1 1

2
7 2

4

4

x x x

x x x

x x

x x

   

    



 

 

 

例 3.29 当 取何值时，方程组 有唯一解、无解、有无穷多组解？

并在有无穷多组解时，求通解表达式 

k












42

4

321

2
321

321

xxx

kxkxx

kxxx

解 方法（1）回答本问题，就是分析 取不同值时线性方程组系数矩阵的秩与增广矩阵的

秩的关系。增广矩阵为 

k

2

1 1 4

1 1

1 1 2 4

k

k k

 
  
   

 

用初等行变换将其化为行阶梯形 

1 3 2 1

2 3 3 1
2

2 2

1 1 4 1 1 2 4 1 1 2 4

1 1 ~ 1 1 4 ~ 0 2 2 8

1 1 2 4 1 1 0 1 3 4

r r r r
r r r r

k

k k k k

k k k k

 
 

       
         
            





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    

3 2
1

2

2

1 1 2 4

~ 0 2 2 8

1 2
0 0 3 4 4 1

2

k
r r

k

k k
k k




 
  
 

 
       



 

2
2

1 1 2 4

0 2 2 8

3 4
0 0 4

2

k

k k
k k

 
  
 

  
    
 

 

因此，当 ，即 时，该线性方程组有唯一解； 
2 3 4k k   0

4k 





4, 1k  

当 时，增广矩阵化为 ，故解

为 

1 1 2 4 1 1 2 4 1 0 3 0

0 2 2 8 ~ 0 1 1 4 ~ 0 1 1 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

       
    
    
        

1 3

2 3

3 3

3

4

x x

x x

x x

 
  
 

 

而当 时，增广矩阵化为1k  
1 1 2 4

0 2 3 8

0 0 0 5

  
  
  

，显然无解。 

方法（2）由于该线性方程组的系数矩阵为一个方阵，而线性方程组有唯一解的充要条件是 

 系数矩阵的秩＝增广矩阵的秩＝未知数个数 

因此在线性方程组的增广矩阵为方阵的情况下，线性方程组有唯一解的充要条件是系数矩阵

可逆，即系数行列式不为零！ 

 

    

2 1

3 1

3 22

1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 2 0 2 2 0 2 2

1 1

1 0 1 1 1 4

0 0 4

r r
r r

r r

k k

k k k k

k k

k

k k k

k






     
   

    


k


 

故 时，线性方程组有唯一解； 4, 1k  
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当 时，增广矩阵为 ，化为行最简形得4k  

1 1 4 4

1 4 1 16

1 1 2 4

 
 
   

1 0 3 0

0 1 1 4

0 0 0 0

 
 
 
  

，因此方程

组此时有无穷多解，易求得其解。 

当 时，增广矩阵为 ，化为行阶梯形1k  
1 1 1 4

1 1 1 1

1 1 2 4

 
   
   

1 1 2 4

0 2 3 8

0 0 0 5

  
  
  

，故线性

方程组无解。 

注：此种方法适合于线性方程组的系数矩阵为方阵、且用初等变换不容易把它化为行阶梯形

的情况。 

 

 在介绍逆矩阵时，我们提出了矩阵乘法满足消去律的问题。现在，我们能够完整地回答

该问题。 

例 3.30 (1) m k k n m k k n     A B A C B C 的充要条件是  r kA （ A 是列满秩的）； 

（2） 的充要条件是m k k n m k k n    B A C A B C  r kA （ A 是行满秩的）。 

证明 我们先证明（1）。根据以前的分析，我们已知 m k k n m k k n     A B A C B C 的一

个充要条件是 

m k k n    A X O X O  

即 A X  m k k n O只有解 X O 。 

我们将 ,X O 分别按列分块，记  1 2       kX X X X ，就得到 

,             1, 2, ,0i i n AX   

若 A X  m k k n O 只有解 X O ，则说明 , 1, 2, ,0X   i i n ，故齐次线性方程组

只有零解，因此, 1, 2,0AX   i i ,n  r kA 。 

反之，若 ，则齐次线性方程组  r A k

,             1, 2, ,0i i n AX   

仅有零解，即 ，因此, 1, 2, ,0X   i i n A X  Om k k n 仅有解 X O 。 

（2）由于 m k k n m k k n     B A C A B C 可等价地写成
T T T T T T  A B A C B C ，根据

（1）的结论，并注意到
TA 是一个 n k 矩阵，因此其充要条件是  Tr kA  A，即 。 r k
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下面我们讨论关于矩阵秩的不等式的一些结论。 

 

定理 3.12 两个矩阵乘积的秩不超过每个因子的秩，即 

      min ,r r rAB A B  

证明： 

 设 A 为 矩阵， 为 矩阵，m n B n k  r rA 。故存在 阶可逆矩阵m P 、 阶可逆

矩阵 ，使得 

k

Q

r 
  
 

E O
PAQ

O O
 

因此 

1 1r  
  

 

E O
A P Q

O O
 

1 1r  
  

 

E O
AB P Q B

O O
 

将 分块为 
1Q B

11

2

  
  
 

C
Q B

C
 

其中 为 矩阵， 为  矩阵，于是 1C r k 2C n r k 

1 11 1

2

r    
  


   
   

C



E O C
AB P P

CO O O
 

故 

    1 11
1r r r r r r      

          
      

C C
AB P C

O O
A



。 

类似可证   r rAB B 。             ■ 

 

定理 3.13（Sylvester 公式）设 A 为m n 矩阵， B 为 n k 矩阵，则 

     r r r  AB A B n  

特别地，若 AB O ，则    r r A B n。 

证明：由于 



第三章  矩阵                                     - 152 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

n nn n

m k

     
           

E O E BE B E O

A E O E



A O O AB



 

且 ,n n

k k

   
     

E O E B

A E O E
均可逆，所以 

    n n
nr r r r n r

      
                 

E B E O
E AB AB

A O O AB
 

但 

n nr r
      

      
      

E B B E

A O O A
 

显然，若 B 有一个 阶子式不为零，1t A 有一个 阶子式不为零，则2t
n 

 
 

E B

A O
一定有一个相

应的 t 阶子式不为零，因此 1  2t

   nr r
  

   
  

E B
rA B

A O
 

故 。            ■      r r r  AB A B n

 

定理 3.14 设 , ,A B C 分别为 矩阵，则 , ,m n n s s t  

       r r r r   AB BC B ABC  

证 构造矩阵 
 
 
 

AB O

B BC
，因为 

0

0
n m s

m n t

       
     


   
       

O E E A E OAB O B

E O O E O EB BC ABC 

t





 

且 , ,n m s

m n

    
         

O E E A E O

E O O E O E
都可逆，因此 

r r
      

      
      

AB O B O

B BC O ABC
 

故 
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   

   

r r r r

r r

     
     


   
     

 

AB O B O
AB BC

B BC O ABC

B ABC

  

                

在上式中令 ，即得nB E      r r n r  A C AC 。       ■ 

 

定理 3.15 设 ,A B 均为 矩阵，则 m n

     r r r  A B A B  

证明：注意到 

  n

n

 
  

 

E
A B A

E
B  

因此有 

    r r A B A B  

另外 

m m

m

     
     

    

E E A O A B

O E O B O B
 

由于
m m

m

 

 


E E

O E
可逆，所以 

   r r r
      

        
      

A B A O
rA B

O B O B
 

而 

  
0

r r
  

   
  

A B
A B

B
 

综上可得 

        
0

r r r r r r
      

           
      

A B A O
A B A B A

B O B
B  

命题得证。                 ■ 

 

例 3.31 设 A 为 阶幂等矩阵，即n 2 A A，证明： 

   r r n  A E A  

证明：由
2 A A，得到 
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  A E A O  

所以 

   r r n  A E A  

另外 

       r r r r     A E A A+ E A E n  

综上可得 

   r r n  A E A  

                   ■ 

 

例 3.26  m n n k m k  A B C ，且  r nA ，必有    r rB C 。 

证明：根据定理 3.11，有 

   r rC B  

根据定理 3.12，有 

         r r r n n r n r      C A B B B  

综合上述两个不等式即得 

   r rB C  

类似地，若 ，必有 r B n    r rA C 。 

 

定理 3.16   矩阵方程 AX B 有解的充要条件是     r rA A B 。 

证明：设 A 为 矩阵，m n B 为 n k 矩阵，对矩阵 ,X B 如下分块： 

 1 2          kX X X X  

 1 2          kB B B B  

则有 

  
  

1 2 1 2

1 2 1 2

                    

                    

,   1, ,

m n n k m k

k k

k k

i i i k

  

 

 

  

 

 


A X B

A X X X B B B 
AX AX AX B B B

AX B

 

充分性：若    r r A A B ，则由 

         r r r r  iA A B A B A  
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 可得 

    r r iA A B  

 1, ,k 有解，从而故i i i  AX B AX B 有解。 

必要性：若 AX B 有解，设 

11 12 1

21 22 2

1 2

          

          

                    

          

k

k

n n nk

x x x

x x x

x x x

 
 
 
 
 
 

X




  


 

则 

 

 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 2

          

          
       

                    

          

       

k

k
n

n n nk

k

x x x

x x x

x x x

 
 
 
 
 
 

 

AX A A A

B B B B





  





 

因此有 

1 1 2 2 ,    1, ,  i i i ni nx x x i    B A A A  k  

对矩阵 A B 作初等列变换 ，则将1 1 2 2 - ,    1, ,  n i i i ni nc x c x c x c i k      A B 的

第 列都化为零向量，即1, ,n n  k    ~A B A O ，所以     r rA A B 。 

                   ■ 

 

 

习题 3.7 

1、 计算以下矩阵的秩，并求一个阶数最大的非零子式。 

    

2 1 8 3 7

2 3 0 7 5

3 2 5 8 0

1 0 3 2 0

 
   
 
 
 

 

2、 设 A 为n 阶方阵，证明 

  n    
 
 
 

     

1      1

0     1

n r n

r r

r n




 
  

A

A A

A

*

3、 设 A 为n 阶方阵，证明 

（1）如果
2 A E ，则    r r   A E A E n ； 
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（2）如果
2 A A，则    r r  A A E n 。 

4、 证明：矩阵 m nA 可表示为 1m 与 1 n 的乘积，即 1 1m n m n  A   的充要条件是

  1r A 。 

5、 设 A 为m n 矩阵，证明： 

（1）方程 mAX E 有解的充要条件是  r mA 。 

（2）方程 nYA E 有解的充要条件是  r nA 。 

6、 设 A 为m n 矩阵，证明：若 AX AY ，且  r nA ，则 X Y 。 

7、 对于方程组 ，问

 
2 5



  

 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2 1

4 2

2 4 5

x x x

x x x

x x x



 

   

   

    1







取何值时，此方程组有唯一解、无

解、有无穷多解？并在有无穷多解时给出其解。 

8、 设矩阵 2c 是满秩的，则直线 

   

1 1

2 2

3 3

a b

a b

a b


1

3

c

c

 
 

  

3 3 3
1 :

1 2 1 2 1 2

x a y b z c

a a b b c c
L

  
 

  
 

与直线 

   1 1 1
2 :

2 3 2 3 2 3

x a y b c

a a b b c c

  
 

  
z

 

的关系为 

（A）相交于一点  （B）重合  ( C ) 平行但不重合  （D）异面 

L

 9、 设 ij m n
a


  ，A  T1 2, , , ny y yY  ，  T1 2, , , mb b bb  ，  T1 2, , , mx x xX  ，

证明：方程组 AY b 有解的充要条件是方程组

T

T 1

0   
   
  

A
X

b
无解。 

 

 

 

 

 

 

 

注 1：并不是所有的线性方程组的增广矩阵都可化为的形式，例如 
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1 2

3

4

2

4

2

0 0

x x

x

x

 
 
 
 

 

其增广矩阵为 

    

1 1 0 0 2

0 0 1 0 4

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

它的左上角显然不是一个单位矩阵。但是如果我们交换未知数次序， 

   

1 2

3

4

2

4

2

0 0

x x

x

x


 
 
 

 

其增广矩阵为 

    

1 0 0 1 2

0 1 0 0 4

0 0 1 0 2

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

这就是我们所讨论的标准形式。 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
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第四章 n维向量空间 

§4.1   向量的引入与推广 

 向量概念具有悠久的历史。在牛顿研究力的作用原理时，由于力具有方向、大小两个特

性，因此他用有向线段来描述一个力：该线段的长度描述力的大小，而该线段的方向即为力

的作用方向。以 1M 为起点、 2M 为终点的向量记作 1 2M M


；此时所定义的向量，只有大小

与方向，向量的“值”与描述它的有向线段的起点没有关系，即与描述该向量的有向线段的

起点无关，这种向量称为自由向量。描述向量的有向线段是可以移动的，只要保持该有向的

大小、方向不变。两个向量 1 2M M


与 3 4M M


是方向相同的，如果 

（1） 线段 1 2M M 与 3 4


M M 平行； 


（2） 将 3 4M M 平行移动，使得 3


M 与 1M 重合后， 1M 不在线段 2 4M M


的内部； 

向量 1 2M M


与 3 4M M


是方向相同的，如果 

（1） 线段 1 2M M 与 3 4


M M 平行； 


（2） 将 3 4M M 平行移动，使得 3


M 与 1M 重合后， 1M 在线段 2 4M M


的内部； 

大小为零的向量称为零向量，记作0 ，零向量没有方向，或者说零向量可以取任意方向。如

果两个向量的大小、方向均相同，则这两个向量相等。由于力可用向量表示，我们从此对力

与向量不加区分。向量 的大小（表示向量的有向线段的长度）记为  。用  表示大小

与 相同、而方向与 的向量。 

通过实验，牛顿得出了合力定律：作用到一个质点上的两个力 1 2,F F 的效果等价于一个

力 3F 作用于该质点， 3F 由 1 2,F F 根据平行四边形法则确定，我们把 3F 称为 1 2,F F 的合力，

记作 3 1  2F F F 。基于该物理规律，平行四边形法则就成为了向量运算的基本法则。 
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另外，定义一个数 k 乘以一个向量F ，得到向量 kF ：即为该向量的大小（长度）为原

来的 倍，如果 ，则k 0k  kF 与F 方向相同，否则方向相反。向量的加法、数乘统称为向

量的线性运算。 

 在上述定义下，通过几何关系可以验证向量运算具有如下性质： 

（１）       ； 

（２）              ； 

（３） 0   ； 

（４）   0，称     为 的负元素； 

（５） 1   ; 

（６）    k l kl  ; 

（７）    k l k l   ; 

（８）    k k k    。 

验证上述性质的过程从略，有兴趣的读者可参考相关教材，例如科学出版社的《线性代

数与解析几何》，冯良贵等编著，ISBN978-7-03-020081-5. 

在经典力学中，有“功”的概念。一个常力 F 沿直线把一物体从 1M 移动到 2M ，记

1 2M MS


，F 与 S 之间的夹角为  0    ，则力F 对位移 S 所做的功为 

cosW  F S  

 

图 4.1 功的定义 

可从该物理规律定义向量的内积。 

平移两个向量 ,  ，使它们的起点重合，此时这两条有向线段所构成的不大于 的夹

角，称为向量 与  之间的夹角，记作  ,   。如果 与  中有一个是零向量，则规定

 ,   可为 0, 中的任何值。 

 

 两个向量 ,  的点积   （也称为内积）定义为 
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  cos ,         (4.1) 

向量的点积满足如下运算规律（ ,  为向量， 为任意实数）： k

（1） 交换律：     ； 

（2） 分配律：            ； 

（3） 齐次性：      k k    k      ； 

（4） 非负性：当 0 时， 0  ， 0 0     ； 

（5） Cauchy-Schwarz 不等式：      ，其中等号当且仅当 与  共线时成立。 

向量点积的上述性质的验证过程从略。 

 

从向量点积的定义可知如下简单性质： 

（１） 如果两个向量垂直（这两个向量之间的夹角为
2


），则这两个向量的点积为零； 

（２） 如果向量 为非零向量，则
2

0    。 

在物理中还有力矩的概念。以 为杠杆的固定点，力O F 作用在杠杆上的 点，P F 与OP

的夹角为



 ，力F 对 点的力矩是一个向量 ，大小为O M sinOP 

M F ， 的方

向垂直于

M

F 与OP 决定的平面（即 同时垂直于


M F 与 ）、且r OP


,F,M 成右手系。我们把

力矩 定义 与M OP


F 的叉积，记作 OP 


M F 。 

 

图 4.2 力矩的定义 
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图 4.3 叉积的定义 

到目前为止，向量的定义、运算是通过几何方式来给出的，其运算规律都是通过几何方

式来证明的。显然，这种方式并不利于我们的应用。 

笛卡尔引入坐标系的概念是数学史上非常重要的事件，极大地促进了数学的发展。 

 通过在空间的一点 引三条不共面的数轴，这三条数轴称为坐标轴，分别为 轴（O Ox x

轴，横轴）、 轴（ 轴，纵轴）、Oz 轴（Oy y z 轴，竖轴），这三条坐标轴的原点都是O点；

我们把满足上述条件的三条数轴、点O视作一个整体，称为坐标系，记作 。通常，我

们要求该坐标系为右手系——以右手握住 轴，大拇指指向 轴正向，其余四指开始指向

Oxyz

z z x
轴正向，然后将四指向 轴正向，在该过程中四指所转角度不超过y  ）。类似地可以定义左

手系——以右手握住 z 轴，大拇指指向 z 轴正向，其余四指开始指向 轴正向，然后将四指

向

y
x 轴正向，在该过程中四指所转角度不超过 ）。本文中的坐标系均采用右手系。 

每两条坐标轴确定的平面称为坐标平面， 轴与 轴确定的平面称为 平面， 轴

与

x y Oxy x

z 轴确定的平面称为Oxz 平面， 轴与y z 轴确定的平面称为Oyz平面。 

在取定坐标系Oxyz后，对于空间中的任意一点M ，可作过M 、且与 平行的平面，

该平面必与

Oxy

z 轴相交，交点在 z 轴上的坐标 z 称为M 的 z 坐标（竖坐标）；类似地，作过M 、

且与Oxz 平行的平面，该平面必与 轴相交，交点在 轴上的坐标 称为y y y M 的 坐标（纵

坐标）；作过

y

M 、且与Oyz平行的平面，该平面必与 轴相交，交点在 轴上的坐标x x x 称

为 M 的 坐标（横坐标）。而把有序数组x  , ,x y z 称为M （在坐标系坐标系Oxyz 下）的

坐标。反之，对于给定的有序数组  , ,x y z ，过 x 轴上坐标为 x 的点作与Oyz平行的平面

y 轴上坐标为 y 的点作与 z 平行的平面、

、

Ox z 轴上坐标为 z 的点作与 y 平行的平面，这

三个平面有唯一的交点，该交点的坐标就是

Ox

 , ,x y z 。因此，在建立了坐标系之后，空间中
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的点与有序数组构成一一对应关系。 

有了坐标系后，可以将向量与坐标系联系起来。为了描述向量（自由向量），我们将自

由向量的起点（表示向量的有向线段的起点）置于坐标系的原点（以坐标系原点为起点的向

量称为径矢），那么该向量就由径矢的终点唯一地确定，这样点与向量建立了一一对应的关

系，而点由其坐标唯一确定，所以这样向量就与点的坐标——三元有序数组建立了一一对应

关系。对于一个向量 ，将其起点平移到坐标原点，若其终点的坐标为  , ,x y z ，我们就把

该向量记为  , ,x y z ，或  , , x y z ，也记作  , ,x y z 。下图就是这种对应关系的脉络。 

                 平移向量，将起     径矢与其终 

             点置于坐标原点     点一一对应         坐标系 

（自由）向量             径矢                终点           终点坐标  , ,x y z  

 

通过简单的几何推理可知，对于两个向量    1 1 1 1 2 2 2 2, , , , ,x y z x y zF F ，根据平行四边

形法则所确定的 3 1 2 F F F ，其终点的坐标为  1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z   ，也就是说，向量

加法就是这两个向量的终点的每个坐标分别相加。易知若  , , x y zF = ，则

。因此向量的运算就简化为其终点坐标的运算。  , ,k kx kyF = kz

通过引入坐标系，可以比较完美地解决向量线性运算的描述问题。为了便于描述向量点

积、叉积，我们引入一种特殊的坐标系——直角坐标系。 

前文中引入坐标系时，仅要求三条坐标轴不共面。现在进一步要求坐标系的这三条坐标

轴相互垂直，所得到的坐标系就为直角坐标系。在空间直角坐标系的 x 轴、 轴、y z 轴上分

别取单位向量，依次记为 , ,i j k
  

（称为基本向量），则终点坐标为  , ,x y zF 的向量可表示

为 x y z  F i j
  

k ；根据勾股定理易知，向量  , ,x y z 的长度为
2 2 2x y z  ，即
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2 2 2x y z   。 

空间直角坐标系的好处是能够很好地解决向量点积、叉积的计算，这是直角坐标系的优

势。根据直角坐标系的定义、点积与叉积的定义，我们有 

0

1

  

  

i j i k j k

i i j j k k

     
  
     
  

 

0

 

 

 

     

i j k

j k i

k i j

i i j j k k

  

  

  

     

 

因此对于两个向量    1 1 1 2 2 2, , , , ,x y z x y z  ，其点积为 

   1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

x y z x y z

x x x y x z

y x y y y z

z x z y z z

x x y y z z

    

  

  

  
  

i j k i j k

i i i j i k

j i j j j k

k i k j k k

     
 

     
  
     
  
     
  

 

 

因此两个向量之间的夹角很容易计算。由于  cos ,       ，故当 ,  均不

为零向量时，有 

  1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos ,
 

x x y y z z

x y z x y z

 
  

   

  
 

 

对于向量   1 1 1 2 2 2, , , , , x y z x y z  的叉积，有 

   

   

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2 1 1 2

x y z x y z

x x x y x z

y x y y y z

z x z y z z

x y x z y x y z z x z y

y z y z x z x z

      

     

     

     

     

    

i j k i j k

i i i j i k

j i j j j k

k i k j k k

k j k i j i

i j

     

     

     

     

     

 

 

 1 2 2 1x y x y k


 

 

由上面的关于向量的历史进程可知，向量可用有序数组（径矢终点的坐标）来表示，其

运算转化为有序数组（终点坐标）的相应运算。因此向量与三元有序数组等价，为此我们将

向量推广到一般的情形，这就是我们将要介绍的 维向量。 n
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§4.2   n维向量的定义与运算 

定义 4.1  设 为数域 中的 n 个数，它们组成的有序数组 1 2, , , na a a 

 1 2, , ,  na a a  或  

1

2

 
 
 
 
 
 



n

a

a

a

  

称为 维向量， 称为n ia  的第 个分量或坐标。i  时， 称为n 维实向量； 时， 

 称为 n 维复向量。 

  1 2, , , na a a n称为 维行向量，

1

2

n

a

a

a

 
 
 
 
 
 


称为 维列向量， 称为该向量的维数。 n n

n n n 1n 实际上， 维行向量是1 矩阵，而 维列向量是  矩阵，并且 可用矩阵

的转置运算表示为 。在本书以后的论述中，若没有特别说明，n

维向量均指 维列向量，通常用

1

2

 
 
 
 
 
 



n

a

a

a




1

T2
1 2, ,



n

a

a
a a

a



, ,

, na

,

 
 
  
 
 
 

n   

,

来表示，而行向量则表示为列向量的转置，即表

示为 。 
T T, , T  

 

令   T

1 2 1 2, , , , , ,  n
n na a a a a a  表示 上所有 n 维向量所构成的集合；特别

地，



  T

1 2 1 2, , , , , ,n
n na a a a a a   表示所有 n 维实向量所构成的集合。 

 

定义 4.2   向量的加法与数乘 

 设  T1 2, , ,  na a a ，  T1 2, , ,  nb b b ， k ，则向量的加法   ，数乘向

量 k 分别定义为 

 T1 1 2 2, , ,     n na b a b a b   
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向量的加法、数乘统称为向量的线性运算。 

根据该定义可知， n 维向量的线性运算实际上是向量作为 1n 矩阵的线性运算。 

对于  T1 2, , ,  na a a ，根据定义有 

   T1 21 , , ,     na a a  

我们记 

 1     

所以 ，其中 T0,0, ,0 


   0  T0,0, ,00   为零向量。 

 

为了便于以后的应用，我们把向量线性运算的性质列举如下： 

, , ; ,     n k l ，有 

（１）       ； 

（２）              ； 

（３） 0   ； 

（４）   0，称     为 的负元素； 

（５） 1   ; 

（６）    k l kl  ; 

（７）    k l k l   ; 

（８）    k k k    ; 

 

定义 4.3  向量组  

 若干个同维向量组成的集合称为向量组。 

 

例如， 是一个由五个四维列向量所构成的向量组。 

2 1 0 0 0

5 0 1 0 0
, , , ,

3 0 0 1 0

0 0 0 0 1

         
                  
         
         
         
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我们称 为 的基本向量组。 1 2

1 0

0 1

0 0

, , ,

     
     
       
     
     
     

ne e e
 

0

0

1


n

 

 向量组与矩阵有密切的关系。考虑矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

          

          

                    

        

A 

 
 
 
 
 
  




  


n

n
m n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 

它的每一列元素构成一个 维列向量，因此该矩阵有 个列向量 m n

111 12

21 22 2
1 2

1 2

, , ,

    
    
      
    
    

     


  

n

n
n

m m mn

aa a

a a

a a a

  
a

 

这 个列向量构成向量组n 1 2, , , n   ，在这种意义上，该矩阵可看作是由一个向量组所构

成的，即有 

 1 2A   n    

这实际上是对矩阵的按列分块。我们把上述向量组 1 2, , , n   称作矩阵 A 的列向量组。 

类似地，矩阵的每一行元素构成一个行向量，因此该矩阵有 个行向量 m

   
  

  

T
1 11 12 1 11 12 1

T
2 21 22 2 21 22 2

T
1 2 1 2

, , ,

, , ,

, , ,

      

 

 

 

 

 


 

n n

n n

m m m mn m m mn

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a











T

 

这 个行向量构成一个向量组m T T
1 2, , , m   ，此时矩阵可写作 

T
1

T
2

T

A

 
 
   
 
  



m







 

这实际上是将矩阵按行分块。我们把
T T

1 2, , , m
T   称作矩阵 A 的行向量组。 

反过来，对于向量组 1 2, , , n   ，我们可用它构成矩阵 
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 1 2A   n    

使得 1 2, , , n   为 A 的列向量组；对于行向量组
T T

1 2, , , m
T   ，我们也可构成矩阵 

T
1

T
2

T

A

 
 
   
 
  



m







 

此时
T T

1 2, , , m
T   为 A 的行向量组。 

 

定义 4.4  线性组合、线性表示 

 设 为一个向量组，1 2, , ,  n
m   n ，若存在 1 2, , ,  mk k k ，使得 

 1 1 2 2    m mk k k     (4.1) 

则称  为向量组 1 2, , , m   的线性组合，或称  可由向量组 1 2, , , m   线性表示，

为1 2, ,, mk k k  在该向量组下的组合系数。 

  借用分块矩阵乘法， 1 1 2 2    m mk k k    上可表示成 

 
1

2
1 1 2 2 1 2m m m

m

k

k
k k k

k



 
 
     
 
 
 

 


        (4.2) 

 

例 4.1 给定向量组 与向量1 2 3 4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

, , ,

       
       
          
       
       
       

e e e e

0

0

0

1

2

5

3

0

 
  
 
 
 

 可知 

1 2 32 5 3 0 4   e e e e  

所以  是向量组 的线性组合，而 2,1 2 3 4, , ,e e e e 5,3,0 是  在向量组 下的组合

系数。 

1 2 3 4, , ,e e e e

 

问题 4.1  如何判断 是否是 1 2, , , m   的线性组合？我们先考虑一个具体例子。 
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例4.2 判断  T2 4 3 7, , ,    是否可由向量组 

     T T

1 2 31 1 1 2 0 2 1 3 3 1 0 1, , , , , , , , , , ,     T

  k k k

 

线性表示。如果能，则求一组组合系数。 

解：若有 ，使得 1 2 3, ,k k k

1 1 2 2 3 3    ，  即  
1

1 2 3 2

3

 
   
  

k

k

k

     

这说明 T1 2 3, ,k k k 是线性方程组 

 
1

1 2 3 2

3

   
 
   
  

x

x

x

 

的解。因此考虑该线性方程组的增广矩阵 

 1 2 3

1 0 3 2

1 2 1 4

1 1 0 3

2 3 1 7

 
  
 
  

     

将其化为行阶梯形得 

1 0 3 2

0 1 1 3

0 0 2 2

0 0 0 0

 
   
  
 
 

 

由此可知该线性方程组有解，故  可由向量组 1 2 3, ,   线性表示，为求组合系数，我们将

其化为行标准形，得 

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 0

 
  
 
 
 

 

所以 ，即1 2 31 2, ,k k k    1 31 22       。 

实际上，借助于线性方程组解的理论以及线性方程组的分块，很显然有如下结论： 

 

定理 4.1   是 1 2, , , m   的线性组合⇔存在 1 2, , ,  mk k k ，使得 

1 1 2 2    m mk k k     
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⇔线性方程组 
1

2
1 2

 
 
  
 
 
 


m

m

k

k

k

    有解； 

⇔      1 2 1 2 m mr r       。 

 

 因此，该问题就转化为求矩阵秩的问题。 

 

设 ，则集合 1 2, , ,  n
m  

   
 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

, , , , , ,

, , ,

     

   



     
 

 
m m

m m m

L span

c c c c c c
 

为所有可由向量组 1 2, , , m   线性表示的向量所构成的集合。 

 

例如，所有 维实向量的集合n  1 2, , ,e e e n
nL 。 

 

习题 4.2 

1. 有甲、乙、丙三种规格的钢条，已知甲种 2 根、乙种 1 根、丙种 3 根共长 23 米；甲种

1 根、乙种 4根、丙种 5根共长 36 米。问：甲种 1根、乙种 2根、丙种 3根共长多少？ 

2. 已 知        T T T

1 2 3 41,0,2,3 , 1,1,3,5 , 1, 1, 2,1 , 1,2,4, 8a a         T ，

 T1, 3,5b 1, ， 

（1） ,a b为何值时， 不能表示为 1 2 3 4, , ,    的线性组合； 

（2） ,a b为何值时， 可由 1 2 3 4, , ,    唯一地线性表示？并写出该表达式。 

 

§4.3   线性表示的最简性 

这一节的内容，我们将围绕一个问题逐步展开讨论，在解决这个问题的过程中导出相应

的概念与定义。首先我们介绍一个例子。 

 设 

 T1 1, 1, 2, 2, 1 ，  T2 0, 2, 1, 5, 1   

 T3 2, 0, 3, 1, 3  ，  T1, 3, 0, 8, 3    



第四章   向量空间                                - 171 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

判断 是否可由 1 2 3, ,   线性表示？ 

容易验证 

  1 2    3     

  1 23 3   3     

因此， 可由 1 2 3, ,   线性表示。实际上还有 

  1 22     

  1 33 2      

2 3

3 1

2 2
      

即 可由向量组 1, 2  线性表示，也可由 1 3,  线性表示，还可由 2 , 3  线性表示。因此，

如果只是需要线性表示 ，则不需要同时使用 1 2 3, ,   这三个向量，而只需要用其中的两

个就可以达到线性表示 的目的；向量组 1 2, , 3   有三个向量，而 1, 2  、 1 3,  、 2 3,  、

这三个向量组都只含有两个向量，从用来线性表示  的向量组所含向量的个数来讲，后面

三种表示方式更为简单——因为向量组 1 2,  、 1 3,  、 2 , 3  所含向量个数 1 2 3, ,   所

含向量的个数更少。 

 

为讨论上述问题的一般情形，先引入部分组的概念。 

 

定义 4.5   部分组 

 由向量组中的一部分向量所构成的向量组称为该向量组的部分组。 

 

 从上述这个例子，我们可讨论如下一般的问题： 

问题 4.0  若向量  可由向量组 1 2, , , m   线性表示，是否存在 1 2, , , m   的部分

组 ，使得  
1 2
, , ,

ri i i r m    可由
1 2
, ,i i ,

ri
   线性表示？如果存在这样的部分组，

如何找出它？进一步地，若  可由向量组 1 2, , , m   线性表示，能否从该向量组中找出

所含向量个数尽可能少的部分组来线性表示   ？ 

 

 为说明上述问题，再看一个例子。 
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例 4.3 考虑由 构成的向量组，对于两个向量1 2

1 0

0 1
,  

   
    
   

 
2 1

0 1
,

   
   
   

，易知有 

1

1 2

2
2

0

1

1

 
 

 
 

  
 



 
 

因此 可由向量组
1

1

 
 
 

1,  2  线性表示，且容易知道
1

1

 
 
 

不可能仅由 1 来线性表示，也不能

仅由 2 线性表示，即： 必须用
1

1

 
 
 

1,  2  才能线性表示， 1,  2  的任意一个部分组都不能

线性表示 。而向量 就只需要用
1

1

 
 
 

2

0

 
 
 

1,  2  的部分组 1 线性表示。 

上述这个例子说明：对于同一个向量组 1 2, , , m   ，如果所取的  不同，问题 4.0

就可能有不同的答案。为了得到普遍意义上的结果，我们希望去除这一因素的影响，而仅仅

考虑向量组本身的性质，因此我们转而考虑如下问题： 

 

问题 4.2  对于向量组 1 2, , , m   ，能否在其中找到所含向量个数最少的部分组

，使得所有能够由
1 2
, , , 

ri i i r m    1 2, , , m   线性表示的向量也能够由

1 2
, , ,

ri i i   线性表示？ 

 这一节的内容将围绕这个问题展开讨论，并在讨论这个问题的过程中自然而然地导出相

应的概念与方法。 

 

所有能被 1 2, , , m   线性表示的向量构成集合  1 2, , , mL    ，所有能够由

1 2
, , ,

ri i i   线性表示的向量构成集合  
1 2i iL , , ,

ri
   ，如果所有能够由 1 2, , , m  

线性表示的向量也能够由它的部分组
1 2
, , ,

ri i i   线性表示，即有 

   
1 21 2, , , , , , 

rm i iL L i       

注意到
1 2
, , ,

ri i i   为 1 2, , , m   的一个部分组，因此任意能够由
1 2
, , ,

ri i i   线性表

示的向量，一定能够由 1 2, , , m   线性表示，即必然有 
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   
1 21 2, , , , , , 

rm i iL L i       

这就得到此时有 

   
1 21 2, , , , , , 

rm i iL L i       

在这种意义上，我们称 1 2, , , m   与
1 2
, , ,

ri i i   具有相同的线性表示能力。 

 

我们先讨论一种最简单的情况，那就是部分组与所属向量组只相差一个向量、且它们具

有相同线性表示能力的情况，即： 

 

问题 4.3  1 2, , , m   满足什么条件，才能使得 

   1 1 1 1 2, , , , , , , ,    i i m mL L       ？ 

 

对于该问题，很容易给出一个必要条件。若 

   1 1 1 1 2, , , , , , , ,    i i m mL L        

则由于 

 1 1 1 1 20 0 1 0 0 , , ,        i i i i m L  m          

所以  1 1 1, , , , ,       i i iL m ，因此 i 可由 1 1 1, , , , ,  i i m    线性表示。 

实际上该条件也是充分的。若 i 可由 1 1 1, , , , ,  i i m    线性表示，我们证明

   1 1 1 2, , , , , , ,   i i mL L 1,  m       。由于 

   1 1 1 1 2, , , , , , , ,          i i m mL L  

总是成立的，故只需要证明    1 1 1 1 2, , , , , , , ,          i i m mL L ，也就是证明

 1 2, , ,   mL    ， 有  1 1 1, , , , ,   i i mL     。 现 在 任 取

 1 2, , ,  mL    ，存在 1 2, , ,  mk k k ，使得 

1 1 1 1 1 1          i i i i i i m mk k k k k       

由于 i 可由 1 1 1, , , , ,  i i m    线性表示，故存在 ，使得 1 1 1, , , , ,   i i mc c c c

1 1 1 1 1 1         i i i i ic c c cm m      

所以 
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 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

  

  

   

 

   

 

      

  

     

  

 


 


i i i i i i m m

i i

i i i i i m

i i m m

k k k k k

k k

k c c c c

k k
m

    
 

   

 

 



     1 1   i m i m mk k c k k c1 1 1 1 1 1 1              i i i i i i i ik k c k k c     

故  可由 1 1 1, , , , ,  i i m    线性表示，所以  1 1 1, , , , ,   i i mL     。由  的

任 意 性 ， 我 们 有    1 2, , 1,  L L 1 1, , , , ,  m i i m       ， 前 文 已 经 说 明

   1 1 1, , , , ,   i i mL 1 2, , , mL       总是成立的，所以 

   1 1 1 1 2, , , , , , , ,    i i m mL L        

因此命题成立。 

 

这就得到如下结论： 

1 2, , , m   与 1 1 1, , , , ,  i i m    有 相 同 的 线 性 表 示 能 力 ⇔ i 可 由

1 1 1, , , ,  i i , m    线性表示。 

 

该命题纯粹用数学符号表示为： 

   1 1 1 1 2, , , , , , , ,    i i m mL L        

 1 1 1, , , , ,    i i iL m      

由 于 1 2, , , m   中 除 i 之 外 的 向 量 1 1 1, , , , ,i i   m    显 然 可 由 向 量 组

1 1 1, , , , ,  i i  m    线性表示，因此我们得到一个等价的结论： 

1 2, , , m   与 1 1 1, , , , ,  i i m    有相同的线性表示能力⇔ 1 2, , , m   中的

每个向量都可由 1 1 1, , , , ,  i i m    线性表示。 

或用数学符号表示为 

      1 1 1 1 2, , , , , , , ,    i i m mL L        

   1 2 1 1 1, , , , , , , ,          m i iL m  

 

我们将该结论推广到一般情况，就得到： 

1 2, , , m   与  
1 2
, , , 

ri i i r m   有相同的线性表示能力⇔ 1 2, , , m   中的每
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个向量都可由
1 2
, , ,

ri i i 



 线性表示。 

该定理用数学符号表示为 

  1 1 1 1 2, , , , , , , ,    i i m mL L        

   
1 21 2, , , , , ,       

rm i iL i  

 

 从上述讨论我们可以得到如下结论： 

1 2, ,, m   与  , 
ri

r m
1 2
, ,i i  有相同的线性表示能力，而

1 2
, , ,

ri i i   的任

意部分组都不具有与之相同的线性表示能力⇔ 1 2, , , m   中的每个向量都可由

1 2
, , ,i i ri

   线性表示，且
1 2
, , ,

ri i i   中的任意一个向量都不能由
1 2
, , ,

ri i i   中的

其余向量线性表示（否则，若
1 2
, , ,

ri i i   中的某个向量可由该向量组中除该向量外的其

它向量线性表示，则根据所得结论有：除这个向量外的其它向量所构成的向量组就是满足条

件的 1 2, ,, m  

1 2, ,

的部分组，而此时该向量组所含向量的个数更少，因此与假设矛盾）。 

但是如何判断一个向量组中的任意一个向量都不能由该向量组中的其它向量线性表

示？直接考虑这个问题不太容易，我们转而考虑其否命题：向量组中有一个向量可由该向量

组中的其余向量线性表示，这个向量组需要满足什么条件？ 

 

定理 4.2  向量组 , m 

1 2, , , mk k k

 中有一个向量可由该向量组中的其余向量线性表示⇔存

在不全为零的数 ，使得 

1 1 2 2 0    m mk k k    

证明：必要性：若有一个向量能由该向量组中的其余向量所组成的向量组线性表示，不妨设

m 能由 1 2, , , m   线性表示，因此，存在 1 2 1, , ,  mc c c ，使得 

1 1 2 2 1 1    m mc c c m     

因此有 

1 1 2 2 1 1 1( ) 0       m m mc c c     

而这组数 不全为零，故必要性成立。 1 1 1, ,  m mk c k 1 1,  mc k  

充分性：设存在不全为零的数 ，使得 1 2, , , mk k k

1 1 2 2 0    m mk k k    
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不妨设 ，则有 0mk 

 1 1 2 2 1 1      m m m mk k k k     

11 2
1 2


1    m

m m
m m m

kk k

k k k
     

所以 m 能由 1 2, , ,  m 1   线性表示。 

  

 因此，向量组 1 2, , , m   中的任一向量不能由该向量组的其余向量所构成的部分组

线性表示⇔不存在不全为零的数 ，使得 1 2, , , mk k k

1 1 2 2 0    m mk k k    

换句话说，如果向量组 1 2, , , m  

1 1 2 2 k k

中的任一向量不能由该向量组的其余向量所构成的部

分组线性表示，且有 0 m mk   ，则必然有 1 2 0    mk k k 。 

 

由于“一个向量组的任一向量不能由该向量组的其余向量所构成的部分组线性表示”这

一条件不容易验证，且为了便于给出这个问题的回答，考虑到如上命题，引入如下定义。 

 

定义 4.6  线性相关、线性无关 

 对于给定的向量组 1 2, , , m   ，如果存在不全为零的数 ，使得 1 2, , , mk k k  

1 1 2 2 0    m mk k k    

则称向量组 1 2, , ,  m 线性相关，否则称该向量组线性无关。 

换句话说，若向量组 1 2, , , m   线性无关，且有 1 1 2 2 0    m mk k k   ，则必

有 。 1 2 0mk k k   

 

向量组 1 2, , , m   线性相关性的判断。 

 

定理 4.3 （1）向量组 1 2, , , m   线性相关⇔存在不全为零的数 ，使得 1 2, , , mk k k

1 1 2 2 0    m mk k k    

即以 1 2  m   为系数矩阵的齐次线性方程组 
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 
1

2
1 2 0

 
 
  
 
 
 


m

m

k

k

k

    

有非零解⇔   1 2  mr m   。 

（2）向量组 1 2, , , m   线性无关⇔   1 2  mr m   。 

 

 利用线性相关、线性无关的概念，我们有： 

1 2, , ,   m 与 有相同的线性表示能力，而
1 2
, , , 

ri i i r m   
1 2
, , ,

ri i i   的任意一

部分都不具有与之相同的线性表示能力⇔ 1 2, , ,   m 中的每个向量都可由

1 2
, , ,

ri i i   线性表示，且
1 2
, ,i i ,

ri
   线性无关。 

 

 为刻划向量组的具有上述性质的部分组，引入如下定义： 

 

定义 4.7  极大（线性）无关组 

 若向量组 1 2, , , m   的部分组
1 2
, , ,

ri i i   满足 

（1） 1 2, , , m   中的每个向量都可由
1 2
, , ,

ri i i   线性表示； 

（2）
1 2
, , ,

ri i i   线性无关， 

则称
1 2
, , ,

ri i i   为 1 2, , , m   的极（最）大线性无关组，简称为极（最）大无关组。 

 

因此： 

 1 2, , , m   与  
1 2
, , , 

ri i i r m   有相同的线性表示能力，而
1 2
, , ,

ri i i   的任

意一部分都不具有与之相同的线性表示能力⇔
1 2
, , ,

ri i i   为 1 2, , , m   的极大无关

组。 

 

 到目前为止，我们得到结论：所有能由向量组 1 2, , , m   线性表示的向量，都可由

1 2, , , m   的极大无关组
1 2
, , ,

ri i i   线性表示，且其极大无关组的任意部分组（该部

分组所含向量个数严格小于该极大无关组所含向量个数）都不再具有该性质，在这种意义上，

极大无关组是所含向量个数最少的满足问题 4.1 要求的 1 2, ,, m   的部分组。但是，一
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个向量组的极大无关组是否唯一？如果向量组的极大无关组是唯一的，那么解决问题 4.1

就只需要找该向量组的极大无关组就可以了。若向量组的极大无关组不唯一，自然有如下随

之而来的问题： 

 同一向量组的不同极大无关组所含向量的个数是否相同？ 

如果这个问题的答案是肯定的，那么解决问题 4.1 就只需要找向量组的任意一个极大无关组

就可以了；如果该问题的答案是否定的，则我们还需要在该向量组的所有极大无关组中，找

出所含向量个数最少的极大无关组。故我们需要首先回答这个问题： 

 

问题 4.4  向量组的极大无关组是否是唯一的？ 

 

首先，我们用例子说明一个向量组的极大无关组一般是不唯一的。 

 

例 4.4 设 1 2,  线性无关，则对于向量组 1 2 1 2, ,     ，容易验证 1 2,  、 1 1 2,    、

2 1,  2   都是 1 2 1 2, ,     的极大无关组。 

 

因此向量组的极大无关组一般是不唯一的，故需要考虑如下问题： 

 

问题 4.5  同一向量组的不同极大无关组所含向量的个数是否都是相同的？ 

  

首先注意到以下事实： 

 设 、 
1 2
, , , 

ri i i r m    
1 2
, , , 

sj j j s m   都是向量组 1 2, , , m   的极大无

关组，则根据极大无关组的定义，
1 2
, , ,

ri i i   可线性表示
1 2
, , ,

sj j j   中的每一个向

量，反之也成立。 

 

为了解决这个问题，我们先引入如下定义与定理。 

 

定义 4.8  向量组的线性表示、向量组等价 

若向量组 1 2, , , r   中的每个向量都可由向量组 1 2, , , s   线性表示，则称

1 2, , , r   1 2, ,可由 , s   线性表示。如果两个向量组能够相互线性表示，则称这两个

向量组等价。 

 

因此有命题： 

同一向量组的不同极大无关组是等价的。 

 

如何判断向量组 1 2, , ,   r 是否可由向量组 1 2, , ,    s 线性表示？ 

 

定理 4.4  1 2, , , r   可由 1 2, , , s   线性表示存在矩阵C s r ，使得 
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   1 2 1 2 C  r s      s r  

证明：必要性：若 1 2, , , r   可由 1 2, , , s   线性表示，由定义可知， 1 2, , , r   中

的每个向量都可由 1 2, , , s   线性表示，因此对于 i ，存在系数 ，使得 1 2, ,i ic c , sic

 
1

2
1 1 1 2

 
 
    
 
 
  

 


i

i
i i si s s

si

c

c
c c

c

       

所以 

   
11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 2

 
 
 
 
 
 




 
  



r

r
r s

s s s

c c c

c c c

c c c

     

r

 

令 

11 12 1

21 22 2

1 2

C

 
 
 
 
 
 




  


r

r

s s s

c c c

c c c

c c c r

 

即可。 

充分性：显然，若有   1 2 1 2 C  r s      s r

  si s

，则说明 

 
1

2
1 2 1 1

 
 
  
 
 
  

 


i

i
i s i

si

c

c
c c

c

       

所以 i 可由 1 2, , , s   线性表示。由 i 的任意性可知充分性得证。    ■ 

 

有了上述结论，容易证明向量组线性表示具有如下意义的传递性： 

  

向量组线性表示的传递性。 

设向量组 1 2, , , r   可由向量组 1 2, , , s   线性表示，向量组 1 2, , , s   可由向

量组 1 2, ,, t   线性表示，则向量组 1 2, , , r   可由向量组 1 2, , , t   线性表示。 

证明：根据定理 4.4 及题设条件，可知存在矩阵 ，分别使得 ,C D

   1 2 1 2 C r s       
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   1 2 1 2 D s t       

所以 

   
 
1 2 1 2

1 2

C

DC





 


r s

t

     

  
 

根据定理 4.4，这说明 1 2, , , r   可由 1 2, , , t   线性表示。      

 

由以上结论就得到向量组等价的传递性： 

 设向量组 1 2, , , r   与向量组 1 2, , , s   等价，向量组 1 2, , , s   与向量组

1 2, , , t   等价，则向量组 1 2, ,, r   与向量组 1 2, , , t   等价。 

 

容易验证向量组的等价满足反身性、对称性、传递性，因此它是一种等价关系。 

 

我们给出向量组线性表示的另外一个充要条件。 

 

定理 4.5    向量组 1 2, , , s    可由向量组 1 2, , , m    线性表示的充要条件是矩阵

 1 2   A   m   的秩等于矩阵    1 2 1 2A B  m s      的

秩，即     A A Br r 。 

证明：根据定理 4.4，向量组 1 2, , , s   由向量组 1 2, , , m   线性表示⇔存在矩阵 , 

使得  

K

  B AK  

即矩阵方程 

  B AX  

有解 。（第三章定理 3.16 ）⇔K     A A Br r 。       ■ 

 

推论 4.1  向量组 1 2, , , m   与 1 2, , , s   等价的一个充要条件是 

     1 2 1 2 1 2 1 2          m s mr r r  s             

 

（本段放在这里合适？）设矩阵 A 经过初等行变换变成矩阵 B ，则 B 的每个行向量都

可由 A 的行向量组线性表示，即 B 的行向量组可由 A 的行向量组线性表示；由初等行变换

的可逆性可知，B 经过初等行变换可变成矩阵 A ，因此 A 的行向量组可由 B 的行向量组线

性表示，这说明这两个矩阵的行向量组等价。同样，如果矩阵 A 经过初等列变换变成矩阵 B ，

则这两个矩阵的列向量组等价。 
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下面这个定理在解决我们目前所面临的问题上起着基础性作用，这表现为如下定理： 

 

定理 4.6  设 1 2, , , r   能由 1 2, , , s   线性表示，且 ，则r s 1 2, , , r   线性

相关。 

证明:由于 1 2, , , r   可由 1 2, , , s   线性表示，根据定理 4.4 可知，存在矩阵C s r ，

使得 

   1 2 1 2 C  r s      s r  

由于 r ，故s    min ,C   s rr s r s r ，因此齐次线性方程组 

1

2 0C =

 
 
 
 
 
  

s r

r

x

x

x

 

有非零解，为简单起见，我们将该非零解还记作 1 2, , , rx x  x ，这说明有不全为零的数

1 2, , , rx x  x ，使得 

 

   

1

2
1 1 2 2 1 2

1

2
1 2 1 2

0

0

0

r r r

r

s s r s

r

x

x
x x x

x

x

x

x



 
 
    
 
 
  

   
   
    
   
   
    

= 0

 


 


     

     C

 

这说明有不全为零的数 1 2, , , rx x  x ，使得 

1 1 2 2 0    r rx x x    

成立，因此 1 2, , , r   线性相关。            ■ 

                    

推论 4.2  若向量组 1 2, , , r   可由向量组 1 2, , , s   线性表示，且 1 2, , , r   线

性无关，则 。 r s
 

定理 4.7  如果两个向量组等价，且这两个向量组均线性无关，那么这两个向量组所含向
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量的个数相等。 

证明：设 1 2, , , r   与 1 2, , , s   为满足命题条件的两个向量组，由于它们等价，这说

明 1 2, , , r   可由 1 2, , , s   线性表示，由于 1 2, , , r   线性无关，由推论 4.1 可知

；同样地，r s 1 2, , , s   可由 1 2, , , r   线性表示，而 1 2, , , s   线性无关，由

推论 4.1 可知 。综合可得 ，命题得证。 s r s r
                   ■ 

 

推论 4.3  同一向量组的不同极大无关组所含向量的个数是相同的。 

证明 由于同一个向量组的不同极大无关组是等价的，且极大无关组是线性无关的，由定

理 4.7 即得本结论。 

 

这个结论回答了我们最初提出的问题： 

1 2
, , ,

ri i i   是向量组 1 2, , , m   的满足    
1 21 2, , , , , , 

rm i iL L i     

的所含向量个数最少的部分组⇔
1 2
, ,i i ,

ri
   为 1 2, , , m   的极大无关组。 

  

由于向量组的所有极大无关组所含向量的个数是相同的，故如下定义是有意义的： 

 

定义 4.9   向量组的秩 

 向量组的极大无关组所含向量的个数称为向量组的秩。向量组 1 2, , , m   的秩记作

 1 2, , , mr    。 

 

根据以上论述，容易得到如下定理。 

 

定理 4.8（1） 1 2, , , m   线性相关  1 2, , ,  mr m   。 

(2) 向 量 组 1 2, , , m   能 由 向 量 组 1 2, , , n   线 性 表 示 ， 则

   1 2, , , ,m nr 1 2, , r      。 

(3)等价的向量组有相同的秩。 

证明 （1）根据线性相关以及向量组秩的定义，这是显然的。 

（2）设  1 2, , ,  mr s   ，  1 2, , ,  nr    t
1 2
, , ,，

si i i   为 1 2, , , m   的一

个极大无关组，
1 2
, , ,j j tj

   为 1 2, , , n   的一个极大无关组。因此，
1 2
, , ,

si i i   可

由 1 2, , , m   线性表示，而 1 2, , , m   能由向量组 1 2, , , n   线性表示，
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1 2, , , n   j可由
1 2
, , ,

tj j   线性表示，由向量组线性表示的传递性可知，

1 2
, , ,

si i i   可由
1 2
, , ,

tj j j   线性表示，由于
1 2
, , ,

si i i   是 1 2, , , m   的极大无

关组，故 
1 2
, , ,

si i i   线性无关，根据推论 4.1 可知 s t

1

2

，因此命题成立。 

（3）只需要应用向量组等价的定义以及（2）的结论即可。     

■ 

  

如何求向量组的秩？ 

 到现在为止，我们引入了矩阵的秩、向量组的秩。而向量组可构成矩阵，那么这两者的

秩有何关系？ 

 

定理 4.9  矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩。 

证明 设  1 2

11 12

21 22

1 2

A

 
 
  
 
 
 







k

k

nk

a

a

a

 k  
 

n n

a a

a a

a a

，且设  A r r ，因此在 A 中

存在一个不为零的 阶子式，不妨设该 r 阶子式为 r

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

r r r

a a a

a a a

a a a

0

r






  


 

所以 

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r r

a a

a a

a a

r

rr

a

a

a

 
 
 
 
 
 



1

2




 


 

的秩为 ，根据矩阵秩的定义与性质可知 r

11 12

21 22

1 2

B

 
 
 
 
 
 



r

r

nr

a

a

a

12

22

1 2




 
n n




 
n n

a a

a a

a a

 

的秩也为 。所以齐次线性方程组 r

      

11 1

21 2BX

 
 
   
 
 
 

a a

a a

a a

1 1

2 2

0

0

0

     
     
     
     
     

   

  

r

r

nrr r

ax x

ax x

ax x

1 2  r  

只有零解，故 1 2, , , r   线性无关，故      1 2 1 2k rr r r , , , , , ,       r A 。
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反过来，设  1 2, , ,  kr r   ，且 1 2, , , r 

11

21BX 

 为它的一个极大无关组，这说明 

 1 2  r  

12 11 1

22 22 2

1 2

0

0

0

      
      
      
      
      

     




    


r

r

n n nrr r

a a ax x

a a ax x

a a ax x

 

只有零解，所以  B r r ，由于 的子式都是B A 的子式，所以 ，故    B r r A

     1 2r r   , , kr r , A B  。综合上述结果可知 

   1 2, , , A k  r r  

由于    TA A rr ，而 A 的行向量组就是
TA 的列向量组，所以可得到行向量组的情况。 

                   ■ 

 

 由于向量组 1 2, , , n   的秩  1 2, , ,r k   等于矩阵  1 2  r   的秩

   r1 2r   

n

，因此在以后对这两者就不加以区别。 

  

根据上述定理，为求 中的向量组的秩，我们用这些向量构成矩阵，然后求该矩阵的

秩即得到该向量组的秩。另外，利用该方法，我们还可以求得向量组的一个极大无关组。 

 

定理 4.10  矩阵 A 经过初等行变换化为矩阵 B ，则 A 的列向量组与 B 对应的列向量组有

相同的线性组合关系。 

证明：对矩阵 A 做初等行变换得到 B ，相当于用一个可逆矩阵 左乘P A ，即 。对PA B
A 和 B 按列分块，即 

 1 2A A A  An ，          1 2B B B B  n  

则有 

   
 

1 2 1 2

1 2

PA P A

B B 

1 2, , , ,B  i i i

A A PA PA n nA P

B B

 

 n

 

这说明 ，。设PA n A 的某些列 1 2, , ,A A i i iAk 的线性组合为零向量 

1 1 0A2 2A A  i ix x k ikx  

就有 
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 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0 0

B B B

PA PA PA

P A A A

P =

  

   

   







i i k ik

i i k

i i k i

x x x

x x x

x x x
ik

k

 

反过来，若  1 1 2 2 1 1 2 2 0B B B P A A A        i i k ik i i k ikx x x x x x ，由于矩阵 P 可

逆，因此 。故矩阵1 1 2 2 0A A A   i i k ikx x x A 、 B 对应的列向量有相同的线性组合关

系。 

根据定理 4.9 就得到求向量组的一个极大无关组的方法：以向量组中的向量作为列向量

构成矩阵 A ，将矩阵 A 化为行标准形矩阵 B ，根据行标准形矩阵的列向量的线性组合关系

就可得到原来向量组中的向量极大无关组。 

 

例 4.5  求向量组 

       T T T

1 2 3 41, 4,1,0,2 , 2,5, 1, 3,2 , 1,2,5,6,2 , 0,2,2, 1,0          T  

的秩，找出它的一个极大无关组，并将其它向量用该极大无关组线性表示。 

解：用这些向量作为列向量构成矩阵 

 1 2 3 4

1 2 1 0

4 5 2 2

1 1 5 2

0 3 6 1

2 2 2 0

A    

 
 
 
   
   
  

 

利用初等行变换将其化为行最简形矩阵 

 1 2 3 4

1 0 3 0

0 1 2 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

B    

 
  
   
 
 
  

 

所以， ，故向量组的秩为 3，且  3B r 1 2 4, ,   线性无关，因此 1 2 4, ,   也线性无关。

注意到 3 13  22   ，根据定理 4.9 可得 3 13 22    。 

  

到目前为止，我们已经完美地回答了问题 4.2，下面我们补充一些结论。 

 

定理 4.11  若 1 2, , , n   线性无关，而 1 2, , , , n    线性相关，则  可由

1 2, , , n   线性表示，且表示方式唯一。 

证明：由于 1 2, , , , n    线性相关，故存在不全为零的数 ，使得 1 2, , , ,  nk k k k
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1 1 2 2 0     n nk k k k     

我们可断言 ，实际上，若 ，则可得 0k  0k 

1 1 2 2 0    n nk k k    

由于 1 2, , , n   线性无关，得到 

1 2 0nk k k     

因而 

1 2 0nk k k k      

这与 的取法相矛盾，故确有1 2, , , ,nk k k k 0k ，所以 

1 2
1 2      n

n

kk k

k k k
  

故 可由 1 2, , , n   线性表示。 

下证线性表示的唯一性。若有两种表示方式 

1 1 2 2    n nx x x     

1 1 2 2    n ny y y     

两式相减得 

     1 1 1 2 2 20        n nx y x y x y n    

由于 1 2, , , n   此线性无关，故由上式可知 

1 1 2 2 0n nx y x y x y        

1 1 2 2, , , n nx y x y x y     

所以表示方式唯一。 

 

推论 4.4  若 1 2, , , n   线性无关，且  不能由 1 2, , , n   线性表示，则

1 2, , , , n    线性无关。 

 

定理 4.12 若 1 2, , , n   线性无关，向量组 1 2, , , r   可由 1 2, , , n   线性表示，

且 
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   
 
1 2 1 2

1 2 1 2 
X

X X X





 

 
r n

n r

     

  
 

则 1 2, , , r   线性相关 1 2, , ,X X  rX



线性相关。 

证明：若有 ，使得 1 2, , ,  rk k k

 

 

1

2
1 2

1

1

2
1 2 1 2

0

X X X



 
 
  
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 


 


r

i i r
i

r

n r

r

k

k
k

k

k

k

k

   

  

 

由于 1 2, , , n   线性无关，故上式成立的充要条件是 

 
1

2
1 2 0X X X

 
 
  
 
 
 


r

r

k

k

k

 

故： 1 2, , , r   线性相关 1 2, , ,X X  rX 线性相关。 

 

推论 4.5 （1）题设条件同定理 4.12，则有    1 2 X rr r   ； 

（2）若 ，且矩阵=C AB A 列满秩，则    C Br r ； 

（3）若 ，且矩阵 行满秩，则=C AB B    C Ar r 。 

 

定理 4.13（1）若向量组 1 2, , , m   线性无关，则它的任一部分组也线性无关；若

1 2, , , m   线性相关，则对于任意向量 ， 1 2, , , , m   








n

线性相关。 

（2）若 线性无关，则

11 12 1

21 22 2

1 2

, , ,

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

    
    
    
    
    
    


  

11 12 1

21 22 2

1 2

1,1 1,2 1,

, , ,

n

n

m m mn

m m m

a a a

a a a

a a a

a a a  

     
     
     
     
     
     
          

   也线性无关；
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反之若 线性相关，则

11 12 1

21 22 2

1 2

1,1 1,2 1,

, , ,

n

n

m m mn

m m m

a a a

a a a

a a a

a a a  

    
    
    
    
    
    
        

  

n









11 12 1

21 22 2

1 2

, , ,

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

     
     
     
     
     
     


  

线性相关。 

（3）任意 个 维向量所构成的向量组都是线性相关的。 1n  n

, , , m

证明（1）只证明第一个结论，第二个结论是第一个结论的逆否命题。用反证法。设

1 2   线性无关，若它的一个部分组线性相关，不妨设 1 2, , , s   为 1 2, , , m  

,的 线 性 相 关 的 部 分 组 ， 根 据 定 义 ， 存 在 不 全 为 零 的 数 1 2, , sk k ， 使 得k

1 1 2 2 0    s sk k k  

1 1 2 2 k k

。把上式写成 

10 0 0    s m s sk    

, , , m

 

这 个数 不全为零，故m 1 2 0 0, , , , , , sk k k 1 2  

11 12

21 22

1 2

1 1 1 2, ,

B

 

线性相关，这与题设矛盾。 

（ 2）考虑矩阵 ，

11 12

21 22

1 2

       

       

                     

     

A 




 
m m

a a

a a

a a

1

2

   

   

   

 
 
 
 
 
  



n

n

mn

a

a

a

1

2

1 ,

 
 
 
 
 
 
  



n

n

mn

m

a

a

a

a




 



m m

m m

a a

a a

a a

a a n

。由于

线性无关，故矩阵

11

21

 
 
 
 
 
 

12 1

22 2

1 2

, , ,

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

   
   
   
   
   
   


  

A 的秩  A r n ；由于 A 为 的子矩阵，故B

   A B r  r ，所以  B  nA n r r ，所以  B r n B，故 的列向量组线性无关，

命题得证。 

（3）设 1 2 1, , , ,  n n   

1 2, , , ne e e

为 n 维向量所构成的向量组，由于任意一个 n 维向量都可以由

维基本向量组 线性表示，故

n

1 2, , 1, ,  n n    1 2, , ,e e可由 线性表示，而ne

1 2 1, , , ,  n n    所含向量的个数大于 所含向量的个数，故1 2, ,e e , ne 1 2 1, , , ,  n n   

线性相关。 

 

习题 4.3 

1. 已知 1 2 3, ,   线性无关，试判断 1 23 2 2 3 3 1, , 4 5         是否线性无关． 

2. 设向量组 1 2, , , s   能由向量组 t1 2, , ,   线性表示为 
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       1 2 1 2s t       K

1 2, , , t

 

其中 K 为 t s 矩阵，且   组线性无关。证明： 1 2, , , s   组线性无关的

充要条件是：矩阵 K 的秩  r sK 。 

1 2, , , ( 2)s s 3. 已知向量组    1 1 2 ,    2 2 3, ,   线性无关，设    

1 1 1  ,s s  s s s     1 2, , , s   的线性相关性. ，讨论

4. 已知向量组 1 2 3, ,   线性相关， 2 3 4, ,   线性无关，问 （１） 1 能否由 2 3,  线性

表示？证明你的结论； （２） 4 能否由 1 2 3, ,    线性表示？证明你的结论． 

5. 设 , ,    线性无关，又设  0 ， , ,   线性相关， , ,   也线性相关，证明

k   ，其中 0k  是常数。 

6. 已知
4 中， 1 2 3, ,   线性无关， 1 2 3, ,   线性无关，（１）若

4 不能由 1 2 3, ,  

线性表出，则 1 2 3, , ,    线性无关；（２）证明
4 使得 1 2 3, , ,    与 1 2 3, , ,   

均线性无关． 

7. 设在向量组 1 2, , , m   中， 1  0 ，并且每一个 i 都不能由前面的 1 2 1, , , i   线

性表示，证明 1 2, , , m   线性无关。 

8. 设 A 是 n 阶方阵，若存在正整数 k ，使得线性方程组 0k A X 有解向量 ，且

1 0k  ，证明向量组
1A  , , , kA A   是线性无关的。 

9. 已 知 向 量 组 1 2,  与 1 2,  构 成 的 矩 阵 分 别 为 ， 1 2,  

2 3

0 2

1 1

3 1

 
  
 
  

A

5 4

6 4

5 3

9 5

 1 2,B

 
   
 
  

  ，证明向量组 1 2,  与 1 2,  等价。 

     T2a 和 向 量 组10. 设 有 向 量 组
T T

1 2 3( ) : 1,0, 2 , 1,1,3 , 1, 1,       

     T T

1 2 33 , 2,1, 6 , 2,1, 4a a a      T
. ( )  : 1,2,
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(1)当a 为何值时，向量组 )( 与 )( 等价？说明理由. 

(2)当a 为何值时，向量组 )( 与 )( 不等价？说明理由。 

11. 求向量组 

         T T
1 T T

1 2 3 4 51,0,0 , 1, , 0,1,1, 1 , 1,3,2,1 , 2,6,4,1           T
1,  1,2,

的秩，并给出该向量组的一个极大无关组，并把该向量组中的其它向量用该极大无关组

线性表示。 

12. 设向量组 可由向量组1 2, , , ne e e 1 2, , , n   线性表示，证明 1 2, , , n   线性无关。 

13. 向量组 1 2, , , s   可被 t1 2, , ,   线性表出，且秩相等，证明 1 2, , , t   也可被

,1 2, , s   线性表出。 

14. 设向量组 1 2, , , s   的秩为 1r ， 1 2, , , t   的秩为 2r ，向量组 1 1, , , , ,s t    

的秩为 3r ，证明：  1 2, 3 1 2max   r r 。 r r r

15. 已知3阶方阵 A 与3维列向量 X 满足
3 23 A X AX A X ，且向量组

2, ,X AX A X 线

性无关。（1）记
2 ，求三阶方阵, , AP X X A X B ，使得 AP PB；（2）求 A 。 

 

§4.4   向量空间 

 初等数学的一个特点是对具体的对象加以研究，而更高级的数学则是对抽象的对象加以

研究，因此需要明确这些对象所具有的性质与运算，如何明确这些对象的性质与运算？这就

是空间的概念。所谓空间，就是具有特定性质的对象的集合。 

 

定义 4.10    向量空间 

 设V 为数域上的 n 维向量构成的非空集合，且满足 

1. , V  ，  V  ； 

2. , ,  V k 有 k V ； 

则称集合V 为数域 上的向量空间。若 为实(复)数域，则称V 为实(复)向量空间。  
 

 称性质(1)、(2)称为向量空间V 关于向量加法、向量数乘封闭。因此向量空间也就是

对向量加法、向量数乘封闭的向量集合，因此向量空间中任意向量组的任意线性组合还在该

向量空间中。 

 

命题 向量空间V 必然含有零向量。 
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证明 由于V 为向量空间，故  V ，任取 V ，由于向量空间满足数乘封闭性，故

0 V ，即 。 0V
 

例 4.6 是一个向量空间。 
n

 

例 4.7  判断 

（1）   T

1 2 20, , , , ,   n nV x x x x x ； 

（2）   T

2 2 21, , , , ,   n nV x x x x x  

是否为向量空间？ 

解：（1）只需要判断该集合是否满足加法、数乘封闭性。 

   T T

2 20, , , , 0, , ,    n na a b b  1 ,i ja bV ，其中 ， 

有  T2 20, , ,    n na b a b  ，且 i ia b ，故 

 T2 20, , ,     n na b a b V  1  

设 ，则k  T20, , ,  nk ka ka 1V 。所以 是向量空间。 1V

（2）由于 ，所以 不是向量空间。 20V 2V

 

例 4.8 设 1 2, , , m   为向量空间V 中的向量组，证明： 

     1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,m m m mL span c c c c c cm                   

是一个向量空间，称为由向量组 1 2, , ,  m 生成的向量空间。 

证明 证明略。 

 

例 4.9 矩阵的零空间（null space）、列空间( column space ) 

齐次线性方程组 的解集 0AX 

     0N A X AX  

是一个向量空间，称为齐次线性方程组 0AX  的解空间，也称为矩阵 A 的零空间，记做

 AN ,而由矩阵 A 的列向量组所生成的向量空间称为 A 的列空间，记做  AR 。 

 

例 4.10  设向量组 1 2, , , m   与 1 2, , , s   等价，记 

   1 1 2 2 1 2, , , , , , ,m sV L V L           
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则 。 1V V 2

2证明：由于向量空间 是向量的集合，为证明1 2,V V 1V V ，只需要证明这两个集合相互包含

即可。我们先证明 。任取1V  2V 1V  ，故  可由 1 2, , , m   线性表示，由于

1 2, , , m   与 1 2, ,, s   等价，故 1 2, ,, m   可由 1 2, , , s   线性表示，根据线

性表示的传递性可知  可由 1 2, , , s   线性表示，因而 2V 。由  的任意性可得

。类似地可以证明V ，故1 2V V 2  1V 1V 2V 。 

  

 设  0V 是   n n 维向量所构成的向量空间，则在V 中存在所含向量个数不超过

的线性无关组，使得V 中的任意向量都可由该线性无关组线性表示。其理由可以叙述如

下：由于

n

 0V ，则可取非零向量 1 V ；如果 V ， 可由 1 线性表示，则 1 就

是满足要求的向量组；否则，取 2 V ，使得 2 不能由 1 线性表示，我们得到向量组 1, 2  ，

显然此时 1, 2  线性无关；如果 V ， 可由 1 2,  线性表示，则 1, 2  就是满足要求

的向量组，否则取 3 V ，使得 3 不能 1, 2  由线性表示，我们得到向量组 1 2 3, ,   ，此

时 1 2 3, ,   线性无关；我们重复上述过程，由于任意 1n  个 维向量所构成的向量组都是

线性相关的，因此上述过程必然在

n

d n 步后停止，我们得到线性无关的向量组

1 2, , , d   ，且 V ， 可由 1 2, , , d   线性表示，因此 1 2, , , d   就是满足要

求的线性无关组，即有  1 2, , , dV L    。 

 

根据上述结论，我们有如下定义： 

 

定义 4.11  向量空间的基、维数 

设V 是由 维向量所构成的向量空间，若V 中的向量组n 1 2, , , d   满足 

（1） 1 2, , , d    线性无关； 

（2）V 中的任一向量都可由 1 2, , , d   线性表示； 

则称 1 2, , , d   为向量空间V 的一组基， 为向量空间d 1 2, , , d    的维数，记为

，并称V 为 d 维向量空间。 dimV d
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注意：由于只由零向量构成的向量空间 0 没有基存在，我们将它的维数规定为 0。 

  

 从上述定义可知，向量空间的基与向量组的极大无关组有类似的性质，而向量空间的维

数与向量组的秩有可比性。实际上，我们有如下结论： 

 

命题 设 1 2, , , m   为一向量组，则 1 2, , , m   的极大无关组为向量空间

 1 2, , , mV L    的一组基，且  1 2 m , , , di  mr V 。 

证明 这是显然的。 

 

例 4.11 ，标准向量组 为一组基；而例 4.6 中的 ，则有

， 为其一组基。 

dim n n

1V n  2e 

1 2, , ,e e e n 1V

1dim , , ne

 

需要注意两种维数定义的区别：向量空间的维数与向量的维数。例如例４.6 中向量空间 中

的向量是 维的，但向量空间 的维数

1V

n 1V 1dim 1V n  。 

 

定理 4.14 维向量空间V 中的任意 个线性无关的向量都构成V 的一组基。 d d

证明：设 1 2, , ,  d V   线性无关，我们要证明 1 2, , , d   为V 的一组基，只要证明V

中的任意向量都可由 1 2, , , d  

V

线性表示。由于V 中的任意一个向量都可由该向量空间

的基线性表示，由于V 为 维向量空间，它的基含有 d 个向量，因此V 中任意 向量构

成的向量组都线性相关。任取

d 1d 

 ，故向量组 1 2, , , d ,    线性相关，根据前面所得

的结论可知：  可由 1 2, , , d   唯一地线性表示，因此 1 2, , , d   为向量空间V 的一

组基。证毕。                ■ 

 

根据上述定理可知，向量空间的基是不唯一的。设 1 2, , , d   为 维向量空间V 的

一组基，而 为 阶可逆矩阵，则由

d

C d    1 2 C   d d1 2   所得到的

向量组 1 2, , ,    d V 且线性无关，因此 1 2, , ,   d V也是 的基，由于可逆矩阵 是

无穷多的，所以一个向量空间的基也是无穷多的。 

C

 

根 据 前 面 的 分 析 ， 对 于 维 向 量 空 间 V 中 的 一 个 线 性 无 关 向 量 组d
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1 2, , ,  r r d    ，存在 1 r V ，使得 1r 不能由 1 2, , , r   线性表示，所以

1 2 1, , , ,  r r   

1 2 1, , , , , r r

线 性 无 关 ， 依 此 类 推 ， 我 们 可 得 到 线 性 无 关 的 向 量 组

, d   



 ，因此它就是V 的一组基。也就是说： 

向量空间中的任意一个线性无关的向量组都可扩充为该向量空间的一组基。 

 

定义 4.12 坐标 

若 1 2, , B , d   为 维向量空间V 的一组基，则d  V ，存在唯一的一组数

1 2, , , dx x x

1 1

，使得 

   
1

2
2 2 1 2

 
 
     
 
 
  

d

d

 d d

x

x
x x x

x

        

则称 T1 2 dx x x, , , 为 在基 1 2, , , d   下的坐标。 

 

基变换与坐标变换 

向量空间中，基是不唯一的，在实际应用中，我们可根据需要用某个指标来衡量各组基

的优劣，从而选择最适合需要的基。因此，这就可能涉及到基变换的问题。 

设 1 2, , , d   、 1 2, , , d   是 维向量空间 的两组基，因此它们等价，所

以存在方阵C ，使得 

d dV

d d

   1 2     1   2      C  d d d d     

 

定义 4.13 过渡矩阵 

设 1 2, , , d   、 1 2, , , d   是 维向量空间V 的两组基，必有方阵矩阵C ，

使得 

d d d d

   1 2     1   2      C  d d d d     

称C 为从基d d 1 2, , , d   到 1 2, ,, d   的过渡矩阵（基变换矩阵）。 

 

定理 4.15  过渡矩阵是可逆的。 

证明：反证法。设C 为从基 1 2, ,, d   到 1 2, ,, d   的过渡矩阵，故有 

   1 2 1 2            C  d d d d      
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如果C 不可逆，则以 为系数矩阵的齐次线性方程组 C
0CX   

有非零解，设一个非零解为  T0 1 2, , ,X   dx x x ，因此 

 

 

 
  
 

1

2
1 1 2 2 1 2

1

2
1 2

1 2 0

1 2 0

1 2

      

      

      

      

      0

0

C

CX

CX

=

 
 
    
 
 
 

 
 
 
 
 
 







 











d d d

d

d

d

d

d

d

x

x
x x x

x

x

x

x

     

  

  

  

  

 

这说明 1 2, , , d   线性相关，这与 1 2, , , d   为一组基矛盾。故C 可逆。 

我 们 也 用 另 外 一 种 方 法 来 证 明 这 个 命 题 。 设 为 从 基D  1 2, , , d   到

 1 2, , , d   的过渡矩阵，故有 

   1 2 1 2 n n D       

因此 

   
 
1 2 1 2

1 2

D

CD





 


n n

n

     

  
 

由于 1 2, , , d   为一组基，故每个向量在这组基下的坐标是唯一的，这说明 

CD E  

因此，C 可逆，且 。             ■ 
1C   D

一

 

过渡矩阵的一个重要作用是建立一个向量在两组基下的坐标之间的关系。 

 

定理 4.16 设向量空间V 组基d  1 2, , , d   到另一组基 1 2, , , d   的

，

过渡矩阵

为C 而向量 V 在这两组基下的坐标分别为 X 、Y ，则有 

X CY  
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证明： 为从基C 1 2, , , d   到 1 2, , , d   的过渡矩阵，因此 

   1 2 1 2            C d d       

由于 在这两组基下的坐标分别为 X 、Y ，因而 

 1 2 X  d     

 1 2 Y  d     

故 

   
 
1 2 1 2

1 2

X Y

CY





 


d d

d

     

  
 

由表示的唯一性得 

X CY  

                  ■ 

 

例 4.12  设 的 两 组 基 为
3  T1 1 0 1, ,  ，  T2 2 1 1, , ，  T3 1 1 1, , 和

 T1 0 1 1, , ，  T1 1 0, , 2 ，  T3 1 2 1, , 。 

(1)求从基 1 2 3, ,   到基 1 2 3, ,   的过渡矩阵； 

(2)求向量 1 22 3   3    在基 1 2 3, ,   下的坐标； 

解(1)设 为从基C  1 2 3, ,   到基 1 2 3, ,   的过渡矩阵，因此  

   1 2 3 1 2 3 C       

即：  

0 1 1 1 2 1

1 1 2 0 1 1

1 0 1 1 1 1

  
    
    

C







  


 

因此  

1
1 2 1 0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 2 1 3 2

1 1 1 1 0 1 2 4 4


    

          
        

C  

由于向量 1 22 3   3    在 1 2 3, ,   下的坐标为 T1 2 3, , ，因此它在基 1 2 3, ,  

下的坐标为 
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1

1

0 1 1 1 7
1

1 3 2 2 1
2

2 4 4 3 3





     
                
          

Y C X  

 

习题 4.3 

1. 下列向量集合是否构成向量空间，若是，求其一组基及维数。 

a)   T
, , , ,V a a a b a b  ； 

b)   T
1, , , , ,V a b c a b c  ； 

c)   T
, 2 ,3 ,4V a a a a a  ； 

d)   T
0, , , , ,V a b c a b c  ； 

e)  T1 2 1 2
1

, , , 0,  , , ,
n

n i n
i

V x x x x x x x


    ；  
 

 

f)  T1 2 1 2
1

, , , 1,  , , ,
n

n i n
i

V x x x x x x x


    ；  
 

 

g)  T1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1
, , ,  , ,

2 3
V x x x x x x x x x

     
 

  

2. 设        T T T

1 2 1 21,1,0,0 , 1,0,1,1 , 2, 1,3,3 , 0,1, 1, 1        

   1 1 2 2 1 2, , ,V L V L 

T ， 记

    ，证明 1 2V V 。 

3. 已 知 三 维 线 性 空 间 的 一 个 基 为      T T

1 2 31,1,0 , 1,0,1 , 0,1,1     T
。 求

 T2,0,0 在这个基下的坐标． 

4. 已 知
3 的 两 个 基 为      T T

1 2 31,1,1 , 1,0, 1 , 1,0,1      T
和

     T T

1 21, , 2,3,4 , 3,    T
，求由基 1 2 3, ,3 4,32,1    到基 1 2 3, ,   的过渡矩

阵。 

5. 已 知 1 2 3 4, , ,    是 ４ 维 向 量 空 间 V 的 一 个 基 ， 1 1 2 3 4        ，

2 2 3 4      ， 43 3    ， 4 4   

（１） 证明 3 4,1 2, ,  

1 2

 是V 的一个基；  

（２） 求由基 3 4, , ,    到基 41 2, , ,3    的过渡矩阵；  
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（３） 求在基 1 2 3 4, , ,    和基 1 2 3 4, , ,    下坐标相同的向量． 

     T T

31,1,1 , 1,0,0 T
下 的 坐 标 是6. 已 知

3 的 向 量  在 基 1 21,0,1 ,  

 T1,0, 1 ，求 在基      T T

32,0 2 , 0,1, 1   T
的坐标． 1 2, 1, 1,  1,

7. 设 向 量 空 间
3 中 两 组 基 为 ：     T T

1 2 30, 1 , 2,1,1 , 1,1,1      T
和1,

     T T

1 2 1,1,0    T
， 

（1）求从基 1 2 3, ,

3 1,2,10,1,1 , ,

   到基 1 2 3, ,   的过渡矩阵； 

（2）求向量 31 23 2      在基 1 2 3, ,   下的坐标。 

 

§4.4   内积空间与正交基 

 在本章第二节中解决了线性表示的最简性问题，这一节我们讨论线性表示的方便性。 

 

我们知道， 向量加法遵循并行四边形法则。以 2 维向量为例，已知 3n n   可由向

量组 1 2,  线性表示，为求 ，使得1 2,k k 1 1k 2 2k    ，从所学知识可知，可通过求解以

 1 2 

1 1



2,k k

为增广矩阵的线性方程组来得到 。但我们也可以从几何上考虑该问题。

显然，

1,k k2

2 1 1 2,k k,   满足平行四边形法则， 2  是分别与 1 2,  平行的向量，其长度

分别为 1, 2  的 倍，因此为求 ，只要求得1,k 2k 1k 1k 1 ，然后将 1 1k 的长度与 1 的长度比较

可知 k ，如果 1k 同向，则 k ，否则1 0 1k ；类似可讨论 。 2k1 与 1 0

 

一般情况下， 1 1 2 2,k k  不容易求，这种几何方法并不具有多大优越性，但是当 1 2,  这

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
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两个向量垂直时， 1 1 2 2,k k  则容易求，显然 1 1 cosk   ，故
1 1

1
1 1

cosk
k


 

 
 

，

再根据 1 1k 与 1 方向的关系确定 的符号。 可类似地确定。 1k 2k

 

实际上，由于 1 1k  2 2k   ，且 1, 2  垂直，根据向量点积的定义可知这两个向量之

间的内积 1 2 0  ，因此 

  2

1 1 1k k2 2 1 1 1 2 2 1 1 1k k      1 k           

 故得到 1
1k  2

1

 


；类似可得 2
2  2

2

k
 


。在这个结论中，向量 1 2,  的点积为零起到了

非常重要的作用，我们知道，在直角坐标系表示下，向量   1 1, , 2 2,x y x y  的内积为

1 2 1 2x x y y    。我们能否能够上述情形推广到一般的 维向量？ n

 

（过渡过程应该进一步完善，似乎还不够自然） 

 

定义 4.14  内积，欧氏空间 

   T

1,y y
T
n1 2 2, , , , , ,   n

nx x x y   的内积（点积）  ,  定义为 

   T
1 1 2 n nx y x x y    , 2y     (4.3) 

定义了内积的向量空间 称为欧式空间。 
n

容易验证，上述定义的 上的内积具有如下性质： 
n

(1) 交换性：    , ,    ； 
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(2) 线性性：      1 2 1 2, , ,         ， 

      , ,k k    ，   k； 

(3) 非负性：   0,   ，且   0, 0     。 

 

定义 4.15 向量长度 

 T1 2, , ,  n
nx x x  的长度（范数）  为 

   2 2 2
1 2 nx x x    ,     (4.4) 

所以 0 ， 0 0    ，且 k k  。 

 

定义 4.16 单位向量 

长度为 1 的向量称为单位向量。 

 显然，当 0 时，则 1



，我们将向量 化为单位向量



的过程称为向量的

单位化。 

 

关于向量内积、长度的一个重要定理为柯西（Cauchy）不等式。 

 

定理 4.17  柯西（Cauchy）不等式 

 设 ，则有 , n 

    2
, , ,     



 (4.5) 

其中等号当且仅当 时成立。 s s  

证明：如果 0 或 0 ，结论显然成立。设 0 ，取向量  k  ，其中 为任意实

数，那么 

k

 

 
   
      
       
     

2

2

0 ,

, ,

, , , ,

, , , ,

, 2 , ,

k k

k k k

k k k

k k k

k k

   

     

k      

       

     

  

    

       

   

  

  (4.6) 

取
 
 

,

,
k

 
 

，则有 
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   
     

   

   
 

 
 

   
 

2

2 2

2

0 2

2

, ,
, ,

, ,

, ,
,

, ,

,
,

,

 
     

 

  

 

   
,   

   

   
 

   

 
 

 

 

 

所以 

    2
, , ,       (4.7) 

故(4.5)成立。容易验证，当 s  时，(4.5)中的等号成立；反之，若(4.7)中的等号成

立，由证明过程可知(4.6)中有  ,k k0       ，其中
 
 

,

,
k

 
 

，根据内积的性质

可知 0k   。命题得证。 

                   ■ 

 

关于向量的长度，有如下的三角不等式 

       

（该不等式的名字在 中可用如下语句来表示：“两点之间直线最短”。  3n n 

 

而对于一般的情况，我们可利用柯西不等式对该式加以证明。） 

证明： 

 
 
         
 

22

2 2
2

2 2

  

   

     

     

 

,

, , , ,

,







   

   

       

,           

   

 

而最后一式显然成立。 
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                   ■ 

根据柯西不等式，我们有 

 ,      

故当 为非零向量时， , n 

 


 
   

 

,
arccos

 
 

 

有意义，我们将之定义为 之间的夹角，记为, n   ,   。 

 

内积空间中的一个重要概念就是正交。 

 

定义 4.17 向量正交 

若 且, n    0,   ，则称向量 ,  正交，记做   。 

 

 由于若   0,   ，则 ,  之间的夹角为
2


，因此，正交就是 、 中向量垂直概

念的推广。 

2 3 

 

 我们将正交概念推广到多个向量的情形，就有正交向量组的概念。 

 

定义 4.18 正交向量组、标准正交向量组 

向量组 ，若它们两两正交，即 1 2, , ,  n
r  

  0i j i j ,  ,                        

则称向量组 1 2, , , r   为正交向量组。如果正交向量组中的每一个向量都是单位向量，即 

1 1i i r ,                     , , , 2  

则该向量组称为标准正交向量组或规范正交向量组。 

 

正交向量组的应用。 

    若已知向量  可由向量组 1 2, , , r   线性表示，求  在该向量组下的组合系数，即

求 ，使得 1 2, , , rk k k

1 1 2 2    r rk k k     

这可通过求解增广矩阵为  1 2  r    的线性方程组得到组合系数。而若
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1 2, , , r   为正交向量组，则组合系数很容易求，例如为求 ，可将1k  与 1 作内积得 

  
   
 

1 1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 1

1 1 1

, ,

, ,

,

   

   






r r

r r

k k k

k k

k

      


1

k ,   

 

   

若 1 0 ，则  ，所以 1 1 0,  

 
 

1
1

1 1

,

,
k

 
 

 

类似可得 

 
 

,

,
 i

i
i i

k
 
 

 ，  1 2, , ,i r   

故此时有 

 
 

 
 

 
 

1 2
1 2

1 1 2 2

, , ,

, , ,
    r

r r

 
 r

   
  

    



 

而如果 1 2, , , r   为标准正交向量组，还有   1i i ,  ，因而有 

 ,ik i  ，  1 2, , ,i r   

因此 

     1 1 2 2, , ,   r r        

n

  

 

因此，很容易求得组合系数。下面将这个结果可推广到向量空间的基、向量在一组基下

的坐标上去。 

 

问题 1：对于向量空间 ，是否能够找到一组基
n 1 2, , ,   ，使得 1 2 , n, ,   为一个

正交向量组？或为标准正交向量组？进而如何找一个这样的(标准)正交向量组？ 

      显然，若 1 2, , , n   为满足要求正交向量组，则将该向量组中的每个向量单位化就

得满足的标准正交向量组。 

 

正交向量组有一个重要特性，这就是如下定理。 

 

定理 4.18 若正交向量组 1 2, , , r   中不含有零向量，则 1 2, ,, r   线性无关。 

证明：若有 

1 1 2 2 0   r rk k k     
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因此，根据以上部分得到的结果，有 

 
 

0
0,

,
 i

i
i i

k


 
 ，   1 2, , ,i r   

所以 1 2, , , r   线性无关。 

 

因此，若 为不含有零向量的正交向量组，那么它就是 的一组基，

称为 的正交基。而称 中的标准正交向量组

1 2, , ,    n
n

n

n

n 1 2, , , n   为 的标准正交基，即： 
n

   1,          
,

0,         i j ij

i j

i j


   

    (4.8) 

但是，在 中是否存在正交基？显然，标准向量组 就是一组正交基，

中是否还有其它正交基？我们可如下讨论该问题。 

n 1 2, , ,e e e n
n

 

例 4.13 设 1 2, , , r   是 中的正交向量组，若
n r n ，则存在非零向量 X ，使得 X 与

1 2, ,, r   都正交，即 1 2, , , , X r   为正交向量组。 

解：由于要求 X 与 1 2, , , r   都正交，由于 

  T, 0X X i i ，   1 2, , , i r ， 

因此可将上述条件写成矩阵形式 

T
1
T
2

T

0X

 
 
  
 
 
  



r






， 

这是一个齐次线性方程组，系数矩阵 

T
1
T
2

T

A

 
 
 
 
 
  



r






 

是一个 矩阵，由于r n 1 2, , , r   是不含零向量的正交向量组，故 1 2, , , r   线性无

关，因此    1 2, , ,    rAr r  r ，故当 r n时，  A  r r n，该方程组有非零解，

该方程组的任意非零解都满足题目要求。故命题成立。 

                   ■ 
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从以上结论可得到寻找 的一个正交基的方法： 
n

 首先找一个非零向量 1 ，由例 4.12 的方法寻找非零向量 2  ，使得 2 与 1 正交，得

到正交向量组 1 2,  ；再由例 4.12 的方法寻找与 1 2,  都正交的非零向量 3 , 则得到正交

向量组 1 2 3, ,   ；… ；最后得到正交向量组 1 2, , 3 ,, n    ，该向量组就是 的一组

基，就是 的一组正交基。这是一个“由无到有”的过程。 

n

n

 上述方法说明了如何构造 的正交基，但是向量空间 中是否有正交基？直接

用上述方法并不能简单地回答这个问题，这是因为在上述方法中，需要用求解线性方程组的

方法求得与

n nV  

1 2, , , r   正交的向量 X ，但是如何保证求得的向量 VX ？说明这一点相

对比较繁琐，在此不予赘述。 

另外，例 4.12 中的证明方法用到了内积的定义(4.3)，为了将该结论推广到一般的内积

空间，我们用另外一种方法来证明该结论，该方法只用到内积的性质，而不用到 内积的

具体定义，并能够简要回答 中正交基是否存在的问题，这就是施密特正交化方法，

其构造方法是一个“从有到有”的过程。 

n

nV  

 设 1 2, , , n   是 的一组基，则可从
n 1 2, , , n   出发得到 的一组(标准)正交

基，这就是 Schmidt 正交化方法。 

n

 

定理 4.19 (Schmidt 正交化方法)  设 1 2, , , r  

1

是欧氏空间 中线性无关的向量组，

则由如下方法： 

n

  1   ； 

 
 

 
 

 
 

 
 

1 2 1
1 2

1 1 2 2 1 1

1

1

, , ,

, , ,

,

,


1

 





    

 

k k k k
k k k

k k

k
k i

k i
i i i

     
   

     

 
 

 



2, , k r，  ； 

所得的向量组 1 2, , , r   为正交向量组。 

证明：用归纳法。 

   
 

2 1
2 1 2 1 1

1 1

,
, ,

,

 
   
 

 
    

 
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   
 

2 1
2 1 1 1

1 1

,
, ,

,

 
    

 

 
  

 
  

   
   

   

2 1
2 1 1 1

1 1

2 1 2 1 0

,
, ,

,

, ,

 

  

 
  

 

   


 

所以 1 2,  正交。设向量组 1 2 1, , ,  k   相互正交，下面证明 k 与 1 2 1, , ,  k   中的每

个向量正交。任取 ， j k

   
 

1

1

,
, ,

,





 
   
 


k

k i
k j r i j

i i i

 
    

 
 

   
   

1

1

,
, ,

,





 
k

k i
k j i j

i i i

 
  

 
  

     
   

1

1

,
, , ,

,





 
k

k i
k j k j i j

i i i

 
     

 
 

   
   

,
, ,

,
  k j

k j j j

j j

 
  

 
  

   
0

, , 


r j r j   

 

所以， k 与 1 2 1, , ,  k   正交。由归纳法可知，向量组 1 2, , , k   是正交向量组。 

                   ■ 

 

 从上述 Schmidt 正交化的公式可知， i 是 1 2, , , i   的线性组合，且有 

 
   

1

1 1 2 2 1 1
1

,

,

,



 


       
k

k i
k k i k k k k k k

i i i

d d d
 

      
 

 

由于 1 2, , , r   线性无关，所以 

0k ，  1, , k r  

且有 
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   

21 1 1 1

1 2 2

1 2 1 2

1

1

1

1

1

,

,

,







   
   
 
  
  



   

r r

r r

r r

r r

d d d

d d

d

       

由于 r 阶方阵 

21 1 1 1

1 2 2

1

1

1

1

1

,

,

,







   
   
 
  
  



 

r r

r r

r r

d d d

d d

d

 

是一个上三角矩阵，且对角线上元素为 1，所以其可逆。因此， 1 2, , , r   与 1 2, , ,   r

等价。故若 1 2, , , r   线性无关， 1 2, , ,   r 也线性无关，故正交向量组 1 2, , , r  

中没有零向量。反若 1 2, , , r   线性相关，因而 1 2, , ,    r 也线性相关，正交向量组

1 2, ,, r   中一定有零向量。 

当 时，可从 的一组基r n n 1 2, , , n   出发，通过 Schmidt 过程得到一个正交向

量组 1 2, ,, n   ， 1 2, , , n   线性无关，故 1 2, , , n   为一个正交基。再将所得的

正交向量组 1 2, , , n   单位化，就可得到一组标准正交基。 

 

当然，也可正交化、单位化同步进行： 

 

 
 

 
 

1
1 1

1 1

2
2 2 2 1 1

2 2

1

1

1

2

                              
,

,           
,

     

,      
,





  


   





  



n

n
n n n i i n

i n n



  
 

     
 


     

 

 

一般来讲，先正交化、再标准化计算较为简单。 

 

 我们需要注意到上述两种求正交向量组（正交基）方法的差异：第一种方法运用的

中内积的定义，而第二种方法只用到了内积的性质，因此，第二种方法可应用到一般的内积

空间。  

n
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定理 4.20 （1）（勾股定理）设 1 2, , , r 

1 2   

 是正交向量组，则 

      
1


r

r i
i

      

的长度为 

2 2

1 2    r    2
； 

（2）若 1 2, , , r   是标准正交向量组，则向量 

1 1 2 2
1

    
r

r r i i
i

k k k k      

的长度为
2 2

1 2    rk k k 2
。 

（3）如果 1 2, , , n   为 的一组基，而
n  与该组基中的每个向量都正交，即 

  0 1 2, ,              , , ,  i i n   

则有 0 。 

证明 （1） 

 

   

2

1 1

2

1 1 1 1 1

, ,

, ,

 

    

 
   

 
 

   
 

 

   

r r

i j
i j

r r r r r

i j i j i
i j i j i

    

    

 

（2）利用（1）所得的结论即可。由于 1 2, , , r   是标准正交向量组，故

1 1 2 2, , , r rk k k   也是正交向量组，因此根据（1）的结论有 

 
2 2 22 2 2 2

1 2
1 1 1  

        
r r r

i i i i i r
i i i

k k k k k   2 k 。 

命题得证。 

（3）由于 1 2, , , n   为 的一组基，  ，故
n n  可由 1 2, , , n   线性表示，

因而存在 k k ，使得 1 2
n

nk , , , 

1 1 2 2
1

    
n

n n i i
i

k k k k     ， 
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从而   ，根据内积的性质有 
1 1 1

0 0, , ,
  

 
   
 
  

n n n

i i i i i
i i i

k k k       0 。 

                   ■ 

 

在欧氏空间 中，我们可以推广正交基的概念，这就是对偶基（双正交基）的概念。 
n

 设 1 2, , , n   是向量空间 的一组非正交基，  ，存在 ，使得 
n n 1 2, , , nk k k

1 1 2 2    n nk k k    ， 

由于 1 2, , , n   不是正交基，因此 可通过求解线性方程组来得到。借助于正

交基的思想，可考虑如下问题：能否找到一个向量组

1 2, , , nk k k

1 2, , , n   ，满足 

 
 
 

, 0,

, 0,

 

 

 

 

      

      

i j

i j

i j

i j
 (4.9) 

？若 1 2, , , n   满足该条件，则将 

1 1 2 2    n nk k k     

两边同时与 j 作内积，得到 

           1 1 1 1 1 1, , , , ,          j j j j j j j j j j n n j jk k k k k ,             

因而有 

   , ,j j j jk     ， 

 
 

,

,
 j

j

j j

k
 

 
， 

这样就可求得 。问题是：是否存在满足要求1 2, , , nk k k (4.9)的向量组 1 2, , , n   ？ 

 下面说明满足(4.9)的向量组 1 2, , , n  

n

是存在的。根据前面的论述，对于向量组

1 1 1, , , , ,  i i    ，存在非零向量 i ，使得 

  0, ,           j i j i 。 

我们只需要证明 即可。这是显然的，因为若  0, i i    0, i i  ，则说明 i 与

1 2, , , n   中的每个向量正交，⇒ 0i ，这与 i 的取法相矛盾。故满足要求的向量组
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1 2, , , n   存在。再把上述 i 规范化，使得 

     1i i , 

这样求得的 1 2, , , n   满足 

 
 

, 0,

, 0,

i j

i j

i j

i j

 

 

      

      

 

 
 

我们把上述的 1 2, , , n   称为 1 2, , , n   的对偶基。显然， 1 2, , , n   也是

1 2, , , n   的对偶基。 

 

实际上，若 1 2, , , n   为 的一组基，故
n 1 2, , , n   线性无关，因此方阵 

 1 2 nA      

可逆，其逆矩阵
1A
存在，且 

1A A E   

对
1A
做如下分块 

T
1
T

1 2

T
n

A

 
 
 
 
 
  








 

则 

 

T
1
T
2

1 2

T

T T T
1 1 1 2 1
T T T
2 1 2 2 2

T T T
1 2

n

n

n

n

n n n n

1A A

E



 
 
 
 
 
  

 
 
  
 
 
  







  





  



     
     

     

 

故 

 T , i j i j ij      

因此 1 2, ,, n   为 1 2, , n,   的对偶基。 
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 应用上面的符号，我们考虑  在基n 1 2, , , n   下的坐标 （组合系

数）的实质。 

1 2, , , nk k k

 

1 1 2 2

1

2
1 2 AK

   

  

   

 
 
  
 
 
 






n n

n

n

k k k

k

k

k

 

因此 是非齐次线性方程组1 2, , , nk k k AK =  的解。设 1 2, , , n   为 1 2, , , n   的对

偶基，则 在 1 2, , , n   下的坐标为

 
 

 

T T
1

T T
2 2 2

T T

  
  

1

2

1 1 
  1A 



 


  

  
  
  
  
  

   

,

,

,



n n n 

 
 
  
 
 
  

 

 
 
 
 
 
 



n

k

k

k

。因此，

这实质上求解方程组 AX  的过程，由于此时 A 可逆，故
1K A  。 

 如果 1 2, , , n  

T
1
T
2

T

是标准正交向量组，由(4.8)易知 

 

T T T
1 1 1 1 2
T T T
2 2 1 2 2

1 2

T T T
1 2

   
   
    
   
   
      





  



n

n
n

n n n



n n

E

    
    

  

    

 
 

 

 

即矩阵  1 2 nA     的逆矩阵为 AT
。 

 

定义 4.19 正交矩阵 

 若方阵 A 满足
TAA E ，则称 A 为正交矩阵。 

 

定理 4.21 方阵 A 为正交矩阵的充要条件是 A 的列（行）向量组是标准正交向量组。 

 

 对偶基的存在使得计算一个向量在非正交基下的坐标这一任务显得比较简单，其优越性

在 中可能并不那么明显，而在一般的内积空间中就有巨大的作用。 
n

 对于一般的线性无关的向量组，我们也可定义与其对偶的向量组，并且可以类似地加以

应用。这里不再赘述。 

 

例 4.14  已知在三维向量空间 中两个向量
3    T T

1 21,1,1 , 1, 2,1    正交，试求一个

非零向量 3 ，使 1 2 3, ,   两两正交。 



第四章   向量空间                                - 212 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

解：记 

T
1
T
2

1 1 1

1 2 1
A

   
      




 

则 3 应满足齐次线性方程组 ，即 0AX 

1

2

3

1 1 1
0

1 2 1

x

x

x

 
           

 

由 

1 1 1 1 0 1
~

1 2 1 0 1 0
A

   
       

r

 

得到
1

2 0
3x x

x

 
 

，因而可得一个非零解 T1,0,1 ，取  T3 1,0,1   即符合要求。 

 

例 4.15   已知      T T

1 2 31, 2, 1 , 1,3,1 , 4, 1,0        T
，使用施密特正交化过程把

这组向量规范正交化。 

解：根据施密特正交化方法，有 

  1 1   

  
 
 

2 1
2 2 1

1 1

5

31 1
, 4 5 5

3 2
, 6 3

1 1
5

3

  
1

1
3

1

       
                 
            

 
  

  
  

 
 

取   2

1

1

1

 
   
  



  

 
 

 
 

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

4 1
, , 2 5

1 2 1
, , 6 3

0 1

2 1

0 2 0

2 1

1

1

    



           
     
         

   
       
      

   
   

   

 

再把它们单位化，得到 
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  31 2
1 2 3

1 2 3

1 1
1 1

2 1
6 3

1 1

,   ,   

     
               
          

   
  

1
1

0
2

1

 

 

例 4.16    已知  T1 1,1,1 ，求非零向量 2 3,  ，使得 1 2 3, ,   两两正交。 

解：由于 2 3,  与 1 正交，所以 2 3,  满足方程 

T
1 0X   

即 

1 2 3 0x x x    

取它的两个线性无关的解 

   T T

1 21,0, 1 , 0,1, 1      

然后将该向量组正交化，即 

 
 
       

T

2 1

T T2 2
3 2 2

2 2

1,0, 1

, 1 1
0,1, 1 1,0, 1 1,2, 1

, 2 2

  

        

 

 
  

 
T  

就满足要求。 

 

 我们也可应用例 4.12 给出的方法来求解该问题，只不过更为麻烦。首先利用例 4.12

的方法求与 1 正交的 2 ，然后再用同样的方法求与 1 2,  正交的 3 ，这一过程需要求解两

个线性方程组。 

 

 

习题 4.4 

1. 设向量    T T
1,2,2 , 1, 2,2    ，求一个单位向 量，使其与已知的两个向量都正

交。 

2. 设    T
1,2,2 , 1, 2,2    T

，求一个单位向量 ，使其与已知的两个向量都夹60

角。 



3. 设 n 维向量 1 2,  线性无关， 3 4,  线性无关，若 1 2,  都分别与 3 4,  正交。证明

2 3 41, , ,    线性无关。 

4. 利用 Schmidt 正交化方法将向量组      T T

1 2 30 ,1 ,1 , 1 , 0 ,1 , 1 ,1 , 0     T
化为

标准正交向量组。 
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5. 已知  T1 0 ,1 ,1  ，求向量 2 3,  ，使得 1 2 3, ,   为正交向量组。 

 

§4.5   子空间 

定义 4.20 子空间 

 设V 为数域 上的向量空间， 且 W V W ，若W 的所有元素关于V 中的加法与

数乘运算也构成一个向量空间，则称W 为V 的子空间。 

 

例 4.17  任何向量空间V 都有两个子空间：V 与 0 ，称这两个子空间为V 的平凡子空间。 

 

例 4.18  

1

2
1 2 0

  
  
             

n

n

x

x
x x x

x




 

为 的子空间。 
n

 

定理 4.22 为向量空间V 的非空子集，在V 的加法、数乘运算下，如下命题是等价的： W
（１） W 为V 的子空间； 

（２） W 对加法、数乘运算封闭： 

a) 若 , W  ，  W  ； 

b) 若 , W k ，则 k W ； 

（３） W 对其中任意两个向量的线性运算是封闭的： 1 2 1 2, , ,  W k k  ，有

2 2 W1 1  k k  ； 

（４） W 对其中任意向量组的线性运算是封闭的： 1 2 1 2, , , , , , ,   r rW k k k   ，

有 W1 1 2 2    r rk k k   ； 

证明：根据向量空间及子空间的定义， 1( ) ( )2 是显然的。 

2( ) ( ) 3 ：由于 1 2 1 2, , , W k k  ，由于W 数乘封闭，所以 1k对 1 2 2, k W  ，再利
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用W 向量加法封闭，所以 1k对 W1 2 2 k 

1

；

4

 

3( ) ( )：利用归纳法。显然，当 r 时命题成立，假设当 1r m 

1

时命题成立，下证

时命题也成立。由归纳假设，

r m

1 1 2 2 1    m mk Wk k   ，由于 m W ，因此 

 1 11    m m m mk k 1 1 2 2  k k  W

2

 

所以命题在 时也成立。 r m

4( ) ( )：这是显然的。 

 

 向量空间中任意集合所生成的向量空间是该空间的子空间。 

 

定理 4.23 交空间、和空间 

设 是向量空间V 的子空间，则有 1 2,W W

（１）  1 2     1 2且W WW W 是V 的子空间，称为 1W 与 2W 的交空间； 

（２）  1 2 1 2 1 1 ， ，W  

1 2, ,k k

2 2W W W 是V 的子空间，称为 1W 与 2W 的和

空间； 

   

证明：利用以上定理证明即可。 

（１） 1 2 1 2, W W   

1 1 2 2 1,    k k W

， 由 于 1 2,W W 是 向 量 空 间 V 的 子 空 间 ， 故

1 1 2 2 2 k k W    ，因此 1 1 2 2 1 2  k k W W  ，这说明

对向量的线性组合封闭，根据定理 4.17（3）可知 1 2W W 为子空间。 

1 2W W

（２） 设 1 2,  W W  ，根据定义，分别存在 21 1 2 2 1 1 2, , ,   W W W W    ，使得 

1 2 ,   1 2          

因此 ， 1 2, k k

   
 
1 2 2 1

1 2 2 2

  



k

k k 
1 2 1

1 1 2 1

 

  

k k k

k k

2  

 

1 1 2 2 2,    W k k

  

 
 

显然有 1 1 2 1 2 k k W    ，根据定义因此有 1 2 1 2  k k W W  ，因

此W 是V 的子空间。 1 2W

 

例 4.19 设 
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   
  

T T

1 2

T T

1 2

1 2 1 0 1 1 1 1

2 1 0 1 1 1 3 7

, , , ,    , , ,

, , , , , , ,

  

   

 

  
 

   1 1 2 2 1, ,           , W span W span 2     

求 。 1 2 1, W W W W2

2解：设 1 W W ，因此存在 1 2 3 4, , ,k k k k  ，使得 

1 1 2 2 3 1 4 2    k k k k      

所以 

1 1 2 2 3 1 4 2 0   k k k k     

所以 

1 1 2 1

2 1 1 1

1 1 0 3

0 1 1 7

 
   
 
 
 

1 0 0 1

0 1 0 4

0 0 1 3

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

所以 

1 4

2 4

3 4

4 4

4

3

k k

k k

k k

k k


  
  
 

 

所以 

 
 

4 1 4 2 4 1 2

T

4

4 4

5, 2, 3, 4

   

   

k k k

k

    
 

即 

  T

1 2 5, 2, 3, 4W W L     

显然，  1 2 1 2 1 2, , , W W span     ，所以 1 2 1 2, , ,    的一个极大无关组就是

的一组基，根据前面的计算结果知 

1 2W W

 1 2 1 2 1, ,W W span      

 

 两个子空间的和空间、交空间可以推广到多个子空间。设 是V 的子空间，

则 

1 2, , , mW W W

 
1

, 1, 2, ,
m

i i
i

W W i 


    m  



第四章   向量空间                                - 217 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

也是V 的子空间，称为 的交空间； 1 2, , , mW W W

 1 21
1

, 1, 2, ,    




          
mm

i m i ii
i

W W W i m  

也是V 的子空间，称为 和空间。 1 2, , , mW W W

 

定理 4.24（维数公式） 设 是向量空间V 的子空间，则有 1 2,W W

   1 2 1 2 1dim dim dim dim    W W W W W W2  

证明 设      1 2 1 2,   ,   dim W W r dim W m dim W n ，显然  min ,r m n 。设

1 2, ,, r   为 的一组基，因此1 2W W 1 2, , , r   线性无关，由于 1 2, , , r  

1, , , r r m

是 中

的线性无关组，因此可将之扩充为 的一组基

1W

1W 1 2, , ,     ；同理

1 2, ,, r   2W 1 2 1, , , , , , r r可扩充为 的一组基 n     。下面我们证明：向量组 

1 2 1 1, , , , , , , , ,   r r m r n      

2

 

是 的一组基。首先，显然有 1 W W

1 2 1 1 1 2, , , , , , , , ,           r r m r n W W  

（即该向量组中的每个向量都在 1 2W W 中） 

然后证明该向量组能够线性表示 1 2W W 中的每个向量。 1 2  W W ，存在

1 1 2, W 2W  ，使得 1  2   。由于 1 2 1, , , , , , r r m     1W为 的基，故存在数

，使得 1 2, , , ,  r rk k k k 1, , km

1 1 1 2 2 1 1,        r r r r m mk k k k k       

同理，存在数 ，使得 1 2 1, , , , , , r r nl l l l l

2 1 1 2 2 1 1,        r r r r n nl l l l l       

因此 
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 
 

     

1 2

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

1 1 1 2 2 2 1 1 1 1

,

,

, ,

  

 

 

   

 

      

      

            

 

 

 

r r r r m m

r r r r n n

r r r r r m m r r n

k k k k k

l l l l l

k l k l k l k k l l n

  
    

    

     

1 2W W 1 2 1 1, , , , , , , , ,   r r m r n



因此 中的任意向量都可由      

1 2 1 1, , , , , , , , ,   r r m r nk k k k k l l

线性表示。下证明

该向量组线性无关。假设 ，使得 

1 1 2 2 1 1 1 1 0              r r r r m m r r n nk k k k k l l        

因此有 

1 1 2 2 1 1 1 1,             r r r r m m r r n nk k k k k l l      

2W

 

显然有 

1 1 2 2 1 1 1

1 1

,

                                      
 

 

      
   

 


r r r r m m

r r n n

k k k k k W

l l

    
 

 

因此 

1 1 2 2 1 1 1 1 1 2,               r r r r m m r r n nk k k k k l l W W        

由于 1 2, , , r   为 的基，故存在 ，使得 1 W W2

rc

1 2, , , rc c c

  1 1 1 1 2 2        r r n n rl l c c      

因此 1 1 2 2 1 1 0        r r r r n nc c c l l     ，由于 1 2 1, , , , , , r r n   

1 0

 是

的基，因此该向量组线性无关，因此得到

2W

1 2   c    r r nl lc c ，因此 

  1 1 2 2 1 1, 0        r r r r m mk k k k k      

由于 1 2 1, , , , , , r r m     是 的基，因此该向量组线性无关，因此得到 1W

   1 2 1, 0       r r mk k k k k

因此 1 2 1 1, , , , , , , , ,   r r m r n       是线性无关的。综合上述结果可知，向量组 

  1 2 1 1, , , , , , , , ,   r r m r n      

2

 

是 的一组基，即得1 W W 1 2dim    W W m n r ，故结论是成立的。 

                   ■ 
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定义 4.21  直和 

设 是向量空间V 的子空间，1 2,W W 1 2 W W W 为其和空间，若 W  ，存在唯一

的 1 1W 2 2W  ，  ，使得 1 2   ，则称 1 2W W 为 与 的直和，记作 1W 2W

1 2W W W   

且称 1 为 在 上的投影。 1W

 

定理 4.25  是向量空间V 的子空间，则 1 2,W W

 1 2 1 2 0   W W W W W  

证明：必要性：若 ，要证明1W W W  2  1 2 0W W 。这可用反证法，设有

10   W W2 ，那么对于任意的 1 1 2 2 W，W  ，则有 

   1 2 1 2             

这说明 的表示方式不唯一，这与 1W W W2  矛盾。 

充分性：若  1 2 0W W ，我们要证明 1 2 W W W 是直和。若有 W 有两种表示方法，

即存在 1 1 1 2,  ， 2 2,W W    ，使得  

1 2 1 2         

因此有 

1 1 2 2       

由 于 1 1 1 2 2,      W 2W    ， 所 以 1 1 2 2 1 2    W W    ， 所 以

1 1 2 2 0       1 1，所以 2,    2    ，因此 的表示方式唯一。因此

是直和。 

1 2 W W W

                   ■ 

 

结合上述两个定理，我们有 

定理 4.26  是向量空间V 的子空间，W 为 与 的和空间，则 1 2,W W 1W 2W

     1 2 1 2dim dim dim    W W W W W W  

证明：由于    1 2 1 2 1dim dim dim dim    W W W W W W2 总是成立的，故 
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 
     

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

dim 0

dim dim dim

0     

   

 W W W W W W W

W W W W
 

                   ■ 

同样地，直和也可以推广到多个子空间的情形。设设 是V 的子空间，

 

1 2, , , mW W W

 ,1 2
1

    


    
m

i
i

i m, 1, 2,  m i iW W  

是 和空间，若1 2, , , mW W W
1




 
m

i
i

W ，存在唯一的 , 1, 2, ,i iW i m    ，使得 

1 2 m        

则称 为 的直和，记作
1


m

i
i

W 1 2, , , mW W W
1

m

i
i

W

 。 

 类似地，关于直和有如下结论： 

定理 4.26 以下结论是等价的 

（1） 是 的直和； 
1

m

i
i

W W


  1 2, , , mW W W

（2） ；  
1

0 , 1,2, ,
m

i j
j
j i

W W i



   m

（3） . 
1

1

dim dim
mm

i i
i

i

W W




   
 



 

定义 4.22 向量与空间正交，空间正交 

 如果向量 与欧式空间V 中的每个向量正交，即 V ，有   ，则称 与V 正

交，记做 V 。 

设 都是欧式空间 的子空间，若1 2,V V n 1 2,  V V  ，有   ，则称 正交，

记做 。 

1 2,V V

1V V 2

2 2 显然若 ，则 为直和。 1V V 1 V V

 

定理 4.27 设V 是欧式空间 的子空间，则 
n

 |nV V      

也是 的子空间，称为V 的正交补空间，简称为正交补。 
n
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证明 显然
0 V ，故

 V  。下证
V 对向量线性运算封闭。设 ，故, V   V  ，

有 ,    ，即   ，所以,    , 0 , k l ，有 

     , , , 0 0           k l k l k l 0  

所以 ，因此 为一个向量空间，从而是 的子空间。    ■    k l V V n
 

定理 4.28 若V 是欧式空间 的子空间，则 
n

n V V    

证明：设dim ，V r n  1 2, , , r  

1 2, , r r

为V 的一组正交基，故 ，根据前

面所得到的结论，我们可找到

1 2, , ,  n
r  

, n   ，使得 1 2, , , n1 2, , , ,  r r r      为

的正交基，所以 

n

 
  

 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

, , , , , , ,

, , , , , ,

, , ,

 

 

 



 

 

  

 



n
r r r n

r r r

r r n

L

L L

V L

     

n     

  

 

我们证明  1 2, , ,
  r r nV L    。首先由于 1 2 1 2, , , , , , ,  r r r n      为 的

n 正交

基，所以  1 2, , , 
  r r nL V   ；其次，若    nV ，则 可

n 的 线性表示，

故存在 1 2,k k

由 基

, , nk  ，使得 

1 1 2 2 1 1 2 2           r r r r r r n nk k k k k k        

由于 V ，故 ，所以 , 0, 1, 2,    i i r  , r0, 1,2, ,  ik i   ，即 

1 1 2 2      r r r r nk k k n     

故  1 2, , ,  r r nL    ， 因 此  1 2, , ,
  r r nV L    。 就 有

 1 2, , ,  r r nV L    。故
 n V V 。         ■ 

 

由于 ，故 ，存在唯一的
n V V    n 1 2

 ，V  V ，使得 

1 2     

我们称之为 的正交分解， 1 为 在子空间V 上的正交投影。 
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显然有如下结论 

定理 4.29 1 为 在子空间V 上的正交投影 1
  V   

 

正交投影有一个重要的性质： 

定理 4.30 设V 是欧氏空间 的子空间， ，
n n 1 为 在子空间V 上的正交投影

1 min
V

       。（因此： 在子空间V 上的正交投影 1 是V 中距离 “最近”

的向量。） 

证明 设dim V r ， 1 2, , ,   r 是 的一组标准正交基，将V 1 2, , , r   扩充为 的

一组标准正交基

n

1 2, , 1, , , r r , n     ，因此存在唯一的一组数 ，

使得 

1 2, , ,k k k 1,  r r nk , ,k

1 1 2 2 1 1        r r r r n nk k k k k       

显然 1 1 2 2 1 1,  
        r r r r n nk k k V k k V     ，故 在子空间V 上的正交投影

1 为 

1 1 1 2 2    r rk k k     

对于V 中的任何其它向量 ，存在 ，使得 1 2, , , rl l l

1 1 2 2    r rl l l     

因此 

   

     
     

22

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2

2

1 1 1 2 2 2 1 1

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1

22 2
1 1

 

 





           

         

         

    

  

 

 



r r r r n n r r

r r r r r n n

r r r n

r n

k k k k k l l l

k l k l k l k k

k l k l k l k k

k k

         

    

 

 

由于上述不等式中的等号当且仅当 1 1 2 2 0       r rk l k l k l 时成立，即 1  时成

立，即   在 1  时取最小值，因此必要性成立。 

充分性：若 1 min


  
V

    ，由于 
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     2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1

2 2
1





          

  

 


r r r n

r n

k l k l k l k k

k k

 
 

其最小值在 时成立，即1 1 2 2 0       r rk l k l k l 1 1 1 2 2     r rk k k     ，

而该向量显然是 在V 上的正交投影。 

 

由该定理的证明过程可知：对任给的 与子空间   0V ， 在子空间V 上的正交投影总

是存在的。 

 

定理的意义：设V 是欧式空间 的子空间， 但
n n V ，我们考虑用V 中的向量  来

逼近 。既然是用 来逼近 ，自然有逼近误差存在，如果定义用 来逼近 时的逼近误

差为 

   

而V 中使得上述误差最小的向量 就称为 在V 中的最佳逼近元： 

min


  
V

     

显然， 在V 中的最佳逼近元就是 1 ，它为 在V 上的正交投影。 

 

 这个问题是有意义的。考虑线性方程组 AX b ，如果该方程组有解，说明向量b 可由

矩阵 A 的列向量组线性表示，也就是  b AR （ A 的列空间）；若 AX  b无解，则说明

向量b 不能由矩阵 的列向量组线性表示，也就是A  b AR （ A 的列空间）。如果b 不能

由矩阵 A 的列向量组精确地线性表示，我们考虑用 A 的列向量组的线性组合（也就是  AR

中的向量）来逼近b 。如上给出的误差下，b 在  AR 中的最佳逼近元就是b 在  AR 上的

正交投影。 

 

正交投影的确定 

 对于线性方程组 AX b ，考虑 在b  AR 上的正交投影。设b 在  AR 上的正交投影

为 ˆAX ，则由定理可知，其充要条件为 

 ˆb AX A
 R  

由于  AR 是 A 的列向量组所生成的向量空间，故  ˆb AX A
 R 的充要条件是：
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ˆb AX 与 A 的每个列向量正交。 

设  1 2A A A A n ，故有 

ˆ , 1, 2, ,i i n  b AX A   

即 

   Tˆ ˆ, 0,      1, 2, ,i i i n    A b AX A b AX   

由此有 

 

T
1
T
2

T

ˆ 0

A

A
b AX

A

 
 
   
 
 
  



n

 

即 ，化简得  ˆA  0X TA b

T TˆA AX A b  

根据前文的论述可知，正交投影总是存在的，所以上述方程组是有解的。以后将用另外的方

法证明该线性方程组是有解的。 

 

如 果
TA A 可 逆 ， 就 有   1Tˆ TX A A A b


 ， 而 b 在  AR 上 的 正 交 投 影 为

 T 1 TˆAX A A A


A b 。若
TA A 不可逆，则可用消元法求解。 

 

例 4.20 正交投影的应用的例子 

 在实际应用中，我们需要对数据进行测量，然后用相应的模型来拟合。考虑一个简单问

题。有一个单输入、单输出的黑箱系统，其输入/输出满足如下关系   

输入 1 2 3 4 5 

输出 1.09 2.95 5.04 6.97 9.03 

我们能否总结出其输入、输出关系？ 

首先，我们把数据绘出图形，试图对这些数据的规律有直观的把握。 
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2 3 4 5

2

4

6

8

10

 
容易看出，这些数据点大致在一条直线上，设直线方程为 

  cx d y 

把这五个数据代入，得到 

1.09

2 2.

3 5.

4 6.

5 9.

c d

c d

c d

c d

c d

 
    
  

 

95

04

97

03

 即

1 1 1.09

2 1 2.95

3 1 5.04

4 1 6.97

5 1 9.03

c

d

   
   
    
    
    
   
      

 

此线性方程组无解，我们应用上述正交投影的理论来解决该问题。此时 

1 1 1.09

2 1 2.95

3 1 5.04

4 1 6.97

5 1 9.03

A b

   
   
   
    
   
   
     

,       



 

易知 ，故
T 65 15

15 5
A A

 
  
 

TA A 可逆， 

  1T T 1.99ˆ
0.954

X A A A b
  

    
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所得到的直线为 

1.99 0.954y x   

所得到的直线与原始数据的拟合程度，可用图形显示为 

   
1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

 

逼近误差为 T0.054, 0.076,0.024, 0.036,0.034  。 

 

习题 4.5 

1. 已知设 

   
   
   

T T

1 2

T T

1 2

6 3 3 2 7 4 5 3

4 0 2 1 3 1 0 3

 

 

     

   

, , , ,   , , ,

, , , , , , ,



 

     1 1 2 2, ,            W span W span 1 2,     

求 ,1 2 1 2W W W W 。且问： 1 2W W 是否是直和？ 

2. 已知    T T

1 21 3 2 1 2 1 0 1    , , , ,  , , , ，  1 1span 2,W   ，求 1W 的正交补空间。 

3. 设        T T T

1 2 33 3 5 4 0 3 1 1 3 4 3 3 2 4 2 1            , , , ,  , , , , , , , , , , ,
T
，求

在  1 2 3, ,span    上的正交投影。 
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第五章   线性方程组解的结构 

§5.1   线性方程组解的表示 

 线性方程组 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


m

   


    

                                 







 (5.1) 

可写成矩阵乘法的形式 

 AX b  (5.2) 

其中 

11 12 1

21 22 2

1 2

A

 
 
 
 
 
 




  


n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

，

1

2X

 
 
 
 
 
 



n

x

x

x

，

1

2b

 
 
 
 
 
 



m

b

b

b

 

若记  1 2A A A A n ，则线性方程组(5.1)可写作 

 1 1 2 2   A A A n nx x x b  (5.3) 

这称为线性方程组的向量表示形式。 

线性方程组的解 

1 1 2 2, , ,   n nx s x s x s  

可写成向量的形式 

1 1

2 2X

   
   
    
   
   
   

 

n n

x s

x s

x s

 

称之为线性方程组的解向量。 AX b 的任何一个解称为它的一个特解。 

 

上一章我们定义了向量的线性运算，运用向量的线性运算，我们可把线性方程组的解用

向量的线性运算来表示。例如，对于线性方程组（1.15）的解 
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1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

5 5

16 5

23 2 2 6

    
     
 
 

5

5

x x x x

x x x x

x x

x x

x x

 

我们将其表示为向量的形式 

3 4 51

3 4 52

3 3

4 4

5 5

16 +  5

23 2 2 6

    
       
   
  
  
  

   

x x xx

x x xx

x x

x x

x x

 

运用向量的线性运算，上式可写作 

3 51 4

3 52 4

3 3

44

55

3 4

516

2 6223

0 0

0 00

0 00

16 1 1

23 2 2

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0

       
        
       
          
       
       
          


  

     
     
     
      
    
    
         



x xx x

x xx x

x x

xx

xx

x x 5

5

6

0

0

1

 
  

  
  
  
   

x

 

由于自由未知量取任意的值时，我们都可以得到线性方程组的一个解，因此，若令

，可知 为线性方程组（1.15）的一个解，因此它为（1.15）的一个

特解。 

3 4 5 0  x x x 

16

23

0

0

0

 
 
 

 
 
  

 

以后我们都把线性方程组的解写成如上形式。例如线性方程组（1.16）的解可写成 
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1

2

4 53

4

5

22 41

3 327
7 1

10
6 3

0
2 1

0 3 3
0 1 0

0 1

0

   
  

   


  
   


      


  

     


  
   


      


  

   


     
   
     

x

x

x xx

x

x





 

其中 为一个特解。 

27

10

0

0

0

 
 
 

 
 
  

 

 由于线性方程组(5.1)也可写作(5.3)的形式，这是向量组的线性组合的形式，这使得我

们可用向量组的相关理论来讨论线性方程组的相关问题。 

 

定理 5.1  对于非齐次线性方程组 1 1A X b  m n n m ， 

（1） AX b 有解 增广矩阵的秩与系数矩阵的秩相等，即     A b Ar r ； 

（2） AX b 有唯一解     A b A r r n 。 

证明：该定理已经在第三章中得到证明，这里用第四章的知识进行证明。 

（1） 必要性：若方程组有解，将线性方程组 

AX b  

写作 

 
1

2
1 2A A A

 
 
  b
 
 
 


n

n

x

x

x

 

故 是矩阵b A 的列向量组 1 2, , ,A A  nA 的线性组合，因而 1 2, , ,A A A n 与 1 2, , , ,A A A n b

等价，这两个向量组有相同的秩， 

   1 2 1 2, , , , , , ,A A A A A A b n nr r  

由于矩阵的秩等于它的列向量组的秩，即有     A b Ar r 。 

充分性：若 

    A b Ar r  
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由于矩阵的秩等于它的列向量组的秩，故 

   1 2 1 2, , , , , , ,A A A A A A b n nr r  

故 必能由b 1 2, , ,A A  nA 的极大无关组线性表示，故 能由b 1 2, , ,A A  nA 线性表示，故有

1 2, , , nx x  x ，使得 

1 1 2 2A A A b    n nx x x  

即线性方程组 

AX b  

有解； 

（2）必要性：若 AX b 有唯一解，故有 

    A b Ar r  

设其唯一解向量为 T1 2, , , nx x x ，则 

1 1 2 2A A A b    n nx x x  

若 ，则其列向量组 A r n 1 2, , ,A A A n 线性相关，因此存在不全为零的数 ，

使得 

1 2, , , nk k k

1 1 2 2 0A A A    n nk k k  

因此有 

 
 

     

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

  

b A A A

A A A

A A A

A A A

   

   

   

      








n n

n n

n n

n n

x x x

x x x

k k k

x k x k x k n

 

因此 T1 1 2 2, , ,   n nx k x k x k 也是 AX b 的解，而显然 

   T T

1 1 2 2 1 2, , , , , ,    n n nx k x k x k x x x  

这与 AX b 有唯一解矛盾。 

充分性：若     A b A r r n ，即 

   1 2 1 2, , , , , , ,A A A A A A b  n nr r n  

这说明 1 2, , ,A A  nA 线性无关，而 1 2, , , ,A A A n b线性相关，故b 可由 1 2, , ,A A  nA 线性

表示，且表示方式唯一，即 AX  b有唯一解。 
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推论 5.1  齐次线性方程组 1 0m n n  A X ， 

（1） 有无穷多解0AX  r nA ； 

（2） AX b 有唯一解 。  r nA

 

例 5.1  设有线性方程组 

 
 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 0

1 3

1

x x x

x x x

x x x





 

   


   
    

 

问取何值时，此方程组（1）有唯一解；（2）无解；（3）有无穷多解？并在有无穷多解时

求其通解。 

解一：根据定理 5.1，我们只要讨论此线性方程组系数矩阵与增广矩阵的秩的关系，而求矩

阵秩的通常方法是将它化为行阶梯形矩阵。 

对增广矩阵  B A b 做初等行变换，将它化为行阶梯形矩阵 

 

   

    

1 3

2 1

3 1

3 2

1

1 1 1 0 1 1 1

1 1 1 3 ~ 1 1 1 3

1 1 1 1 1 1 0

1 1 1

~ 0 3

0 2 1

1 1 1

~ 0 3

0 0 3 1 3

B



  
 

  

 
  
    

 
  

   




 



    
     
   
      

 
   
      

 
   
     

r r

r r
r r

r r



 

因此， 

（1）当 0  且 3   时，     3A B r r ，方程组有唯一解； 

（2）当 0  时，增广矩阵化为 ，所以

1 1 1 0

0 0 0 3

0 0 0 0

 
 
 
  

   1, 2A B r r

3

，方程组无解； 

（3）   时，增广矩阵化为

1 1 2 3

0 3 3 6

0 0 0 0

  
  
  

，     2A B r r ，方程组有无穷多

解；这时 
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1 1 2 3 1 1 2 3 1 0 1 1

~ 0 3 3 6 ~ 0 1 1 2 ~ 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1

~ 0 1 1 2

0 0 0 0

         
          
        

  
   
  

B





 

由此得到 

   
1 3

2 3

1

2

x x

x x

  
   

 

亦即 

   

1

2 3

3

1 1

1 2

1 0

x

x x

x

     
            
          

解二：由于此时线性方程组的系数矩阵为方阵，故方程组有唯一解的充要条件是系数行列式

0A  ，而 

  

      2

1 1 1 3 3 3

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

3 1 1 1 3 0 0 3

1 1 1 0 0

A

   
 

 

   
 

   
   

 

      


 

 

故当 0  且 3   时，线性方程组有唯一解。 

对于 0  、 3   时的情形，我们可以计算方程组的系数矩阵与增广矩阵的秩，从而判

断解的情况。具体计算过程在此不再赘述。 

 

习题 5.1 

1. 求解齐次线性方程组 

（1）
0

   （2）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 3 0

2 3 5 5

3 2 0

3 5 6 7

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
      0

0

0

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 10 2

2 4 5 0

3 8 6 2

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

2. 求解非齐次线性方程组 
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（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

3 1

1
2 3

2

x x x x

x x x x

x x x x


    


   

     


  （2） 2
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1

3 5 3

2 2 2

x x x x

x x x x

x x x x 3

   
    
    

 

（3）  
   

 

1

2

3

4

1 1 1 2 3

2 1 0 3 1

2 0 2 10 4

x

x

x

x

 
   

       
     

 

 

  

3. 设 A 为m n 矩阵，  0AX 是 AX b对应的齐次线性方程组，则下列结论成立的是

（   ）   

（A）若  0AX 仅有零解，则 AX b有唯一解； 

（B）若  0AX 有非零解，则 AX b有无穷多解； 

（C）若  0AX 有无穷多解，则 AX b仅有零解； 

（D）若 AX b有无穷多解，则  0AX 有非零解。 

4. 设有齐次线性方程组  0AX 和  0BX ,其中 ,A B 为m n 矩阵，现有 4 个命题： 

(1)  若  0AX 的解都是  0BX 的解，则    rr A B ； 

(2)  若  r r A B ，则  0AX 的解都是  0BX 的解; 

(3)  若  0AX 和  0BX 同解，则    rr A B ； 

(4)  若  r r A B ，则  0AX 和  0BX 同解. 

以上命题正确的是(  ) 

(A)  (1)(2)     (B)  (1)(3)  (C)  (2)(4)   (D)  (3)(4). 

5. 设 ,A B 为满足 AB = O的任意两个非零矩阵,则必有 ( ) 

(A)  A 的列向量组线性相关， B 的行向量组线性相关. 

(B)  A 的列向量组线性相关， B 的列向量组线性相关. 

(C)  A 的行向量组线性相关， B 的行向量组线性相关. 

(D)  A 的行向量组线性相关， B 的列向量组线性相关. 

6. 设 矩 阵  是 满 秩 的 ， 则 直 线

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

 
 

  

3 3 3

1 2 1 2 1 2

x a y b z c

a a b b c c

  
 

  
与 直 线

1 1 1

2 3 2 3 2 3

x a y b

a a b b

 


 
z c

c c





         （） 

(A)     相交于一点      (B) 重合     (C)  平行但不重合      (D)  异面 
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7. 参数 a 取何值时，线性方程组

 1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

3 2ax a x x

x ax x a

x x ax a

    


  
   

有无穷多解？求出通解。 

8. 参数 a 取何值时，线性方程组

 1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

3 2ax a x x

x ax x a

x x ax a

    


  
   

有无穷多解？求出通解。 

9. 已知某非齐次线性方程组的增广矩阵为

1 1 1 1 1

0 1 1 2 1

2 3 2 4 3

3 5 1 8 5

a b

a

 
  
  
  

，请判断其解的

情况。 

10. 相容的线性方程组 AX b 在怎样的条件下，其解中第 k 个未知量 kx 都是同一个值？你

给的条件是否是充分必要的？ 

11. 已知平面上的三条不同的直线方程分别为 

1: 2 3 0

2 : 2 3 0

3: 2 3 0

l ax by c

l bx cy a

l cx ay b

  
  
  

，证明：如果

0 ，则三条直线交于一点。 a b c  
12. 已知三阶非零矩阵 B 的每个列向量都是方程组 

  

 

 

1 2 3

1 3

3

3

1 0

3 2 0

5 1

x x x

x x

x

x x x





 


 


1 2

1 2

0

x x

 

 
 

0   

 

的解，（1）求的值；（2）证明 0B 。 

13. 设 A 是n 阶方阵， 是 n 维列向量， T 0



 

  
 

A
B ，若    r rA B ，则 AX  有

解。 

14. 设 A 为 m n 矩阵，记  1 2, , , n A    ，如果 11 2, , , n   线性相关，而

2 3, , , n   线性无关，又 n1 2       ，证明 

（1）线性方程组 AX  必有无穷多解；（2）记  T1 2, , , nx x xX 为 AX  的任

意解，则必有 1nx  。 
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§5.2   齐次线性方程组解的结构 

线性方程组的解有三种情况：无解、唯一解、无穷多解。若线性方程组有为穷多解，则

它必有自由未知量，消元过程不同，最后选取的自由未知量也就不一样，因此对于具有无穷

多解的线性方程组，其解的表达方式是不唯一的。我们这里的问题是：线性方程组的这些解

之间有何关系、解的这些不同的表达方式之间有何关系？ 

 

定理 5.2  设 1, 2X X 是齐次线性方程组  0AX 的解，则 1 2X X ， 1Xk 都是 的

解。 

 0AX

证明：由于 1, 2X X 是齐次线性方程组 0AX  的解，故 

1 2             0, 0AX AX  

所以 

 
   

1 2 1 2

1 1

0 0 0

0 0

A X X AX AX

A X X

     

  k k A k
 

因此命题成立。                ■ 

 

由于 至少具有零解，再由定理 5.2 可知齐次线性方程组所有的解构成一个向量

空间。 

0AX 

 

定义 5.1  齐次线性方程组 0AX  的解集 

    0 A X AXN  (5.4) 

为一个向量空间，称之为 的解空间。 0AX 
 

定义 5.2  齐次线性方程组的基础解系、通解 

齐次线性方程组 解空间0AX   AN 的基称为该方程组的基础解系。设 1 2, , , s  

是 的基础解系，则它的任一解0AX  X 都可表示为 

 1 1 2 2 s sk k k   X     (5.5) 

称之为 的通解。 0AX 
 

 既然齐次线性方程组 解集0AX   AN 为一个向量空间，我们自然关心该向量空间的

维数、以及如何给出它的一组基，如下定理则给出了该问题的答案。 

 

定理 5.3  线性方程组 

1 10A X  m n n m  
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的系数矩阵的秩 ，则其解空间 A r r  AN 的维数 

 dim A  N n r 。 

证明：设 ,则 A r r A 的列向量组 1 2, , ,A A  nA 的秩为 ，假设r A 的列向量组的一个极

大无关组为 1 2, , ,A A A r ，其余 n r 个列向量都可由该极大无关组线性表示 

1 1 2 2 ,      1, 2, ,r i i i ri rk k k i n      A A A A  r

r

,

0

0

1


















r n r

 

即 

1 1 2 2 + =       1, 2, ,i i ri r r ik k k i n     0,A A A A   

上式可写作 

1 1 2 2 1 1+0 0 1 +0 +0 =i i ri r r r i r i r i nk k k             0A A A A A A A A    

因此 

11 12 1,

21 22 2,

1 2
1 2, , ,

1 0

0 1

0 0








      
          
    
                
    
    
    
    
        

 



 

n r

n r

r r
n r

k k k

k k k

k k k
    

都是方程组 的解，显然该向量组线性无关。将矩阵0AX  A 用初等行变换化为行标准形矩

阵 B ，由于初等行变换不改变列向量的线性组合关系，由 1 2, , , rA A A

r

线性无关及 

1 1 2 2       1, 2, ,A A A A       r i i i ri rk k k i n  

可知有 

 1 2 1 2B e e e K K K   r n r  

 T1 1 2 2 1 2 0 0 ,      1, 2, ,i i i ri r i i rik k k k k k i n      K e e e  

0BX  0AX 

r

此时 与 等价。 
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11 12 1,

21 22 2,

1 2 ,

1

1

1

0

0

B







 
 
 
 
   
 
 
 
  




   




n r

n r

r r r n r

k k k

k k k

k k k  

方程组 为 0BX 

1 11 1 12 2 1,

2 21 1 22 2 2,

1 1 2 2 ,

0

0

0

0 0

0 0

r r n r n

r r n r n

r r r r r r n r n

x k x k x k

x k x k x k x

x k x k x k x

  

  

  

x  



  






  
 

 




   


 




n

 

在上述方程组中，当 个自由未知量取值 n r A 1 2, , ,r rx x   x 时，约束未知量

1 2, , , rx x x 为 

1 11 1 12 2 1,

2 21 1 22 2 2,

1 1 2 2 ,

r r n r

r r n

r r r r r r n r

n

r n

n

x k x k x k x

x k x k x k x

x k x k x k x

  

  

  

    
     


     







 

所以解为 

1 11 1 12 2 1, 11 1

2 21 1 22 2 2, 21 1

1 1 2 2 , 1 1

1 1 1

2 2 0

0

r r n r n r

r r n r n r

r r r r r r n r n r r

r r r

r r

n n

x k x k x k x k x

x k x k x k x k x

x k x k x k x k x

x x x

x x

x x

   

   

   

  

 

        
           
   
              
   
   
   
   
       




  


  

1,12 2

2,22 2

,2 2

2

00

0

0

n r nr

n r nr

r n r nr r

r

n

k xk x

k xk x

k xk x

x

x









    
         
    
                 
    
    
    
    

         






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11 12 1,

21 22 2,

1 2 ,
1 2 1 1 2 21 0 0

0 1 0

0 0 1






   

       
            
     
                        
     
     
     
     
          

  

 

  

n r

n r

r r r n r
r r n r r

k k k

k k k

k k k
x x x x x x n n r    

因此，该线性方程组的任意一个解都可表示为 1 2, , ,  n r   的线性组合，而矩阵

 1 2  n r   的 后 n r 行 构 成 一 个 n r  阶 单 位 矩 阵 ， 故

    r n1 2  n r   r ，故向量组  1 2, , ,    n rr n r 1 2, , ,  ，因此  n r  

线性无关，即 1 2, , ,  n r   为 0AX  的基础解系，因此    dim A Ar N n 。 

 

证明方法 2  设 ，用初等行变换将 A r r A 化为行标准形矩阵 ，则 有 个非零

行， ，其中 为 行标准形矩阵，

B B r

 

1B
B

O  

 
  
  m r n

1B r n  O  m r n 为  m r n  零矩阵，因此

的列向量组中有 维基本向量

1B

r      
1 2e er r, , ,e r

r ，不妨设 前 列就为1B r      
1 2 e r, ,r r , re e 。构

造矩阵 ，则矩阵C 具有如下形式 
 

1C
C

O  

 
n r 

 


  n n n

 1 2 1 2C e e e K K K   r n r  

其中 为 维基本向量中的前 个，1 2, , ,e e e r n r 1 2, , ,K K K  n r 是后 n r 个分量为 0 的n 维

列向量， 是行标准形矩阵。因此有 C

10 0 0AX BX B X CX       0  

即 与 同解。齐次线性方程组0AX  0CX  0CX  的向量表示为 

   1 1 2 2 1 1 2 2 0e e e K K K         r r r r n n rx x x x x x

故有 

  1 1 2 2 1 1 2 2e e e K K K         r r r r n n rx x x x x x  

行标准形矩阵C 所对应的方程组中，当  An r 个自由未知量取值 1 2, , ,r r nx x   x 时，解
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的一般表达式为 

 

     

T

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

X

e e e e e e

K K K e e

e K e K e K

 

   

      

    

  



       

        

      

   

 
 

 




r r r n

r r r r r r n n

r r n n r r r r r

r r r r n n n r

r r n n r

x x x x x x

x x x x x x

en nx x x x x

x x x

x x x  

x  

故该线性方程组的任意一个解都可表示为 1 2, , ,  n r   的线性组合，而矩阵

 1 2  n r   的 后 n r 行 构 成 一 个 n r  阶 单 位 矩 阵 ， 故

    r n1 2  n r   r ，故向量组  1 2, , ,      n rr n r 1 2, , ,  n r，即   线

性无关， 1 2, , , n r   AX为 的基础解系，因此0    dim A Ar N n 。 

 

方法 3  本方法是方法 2 的一般情形 

 设 ，用初等行变换将 A r r A 化为行标准形矩阵 ，则 有 个非零行，

，其中 为 行标准形矩阵，

B B r

 

1B

O  

 

  m r n

B   r n1B  O  m r n 为  m r n  零矩阵，因此 的

列向量组中有 维基本向量

1B

r      
1 2e e, , er r r, r （这些列向量对应约束未知量），不妨设这 个

维基本向量

r

     
1 2e er r, ,,e r

r 依次位于第 列，构造矩阵行阶梯形矩阵

，矩阵C 具有如下形式 

1 2, , , rcc c

 

1B

O   

 
 
  n r n n n

C 

 
1 2

1 2

            

C e e e    
列 列 列r

r

c c c
 

其 中 为 维 基 本 向 量 中 的 前 r 个 ， 其 它 各 列 依 次 记 为1 2, , , re e e n

 n rd    K K
1 2
, , ,

n rd d d 
K 1 2d d ，其下标 1 2 , n rd d d, ,  分别为 所

在列的列号。由于有 

1 1
, , ,K K K




n rd d d

10 0 0AX BX B X CX       0  

即 与 同解。齐次线性方程组0AX  0CX  0CX  的向量表示为 

1 1

0e K


 

  i i i

r n r

c i d d
i i

x x  
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故有 

1 1

e K


 

  i i

r n r

c i d d
i i

x x
i
 

令 f
id 为第 个 n 维基本向量，则 id

 

 

T

1 2 1 2

1 1

1 1

1

X

e f

K f

K f

 



 

 

 







 

  

  

 

 



 

i i i

i i i i

i i i

r r r n

r n r

c i d d
i i

n r n r

d d d d
j i

n r

d d d
i

x x x x x x

x x

x x

x

 

在齐次线性方程组 中，当 0CX  An r 个自由未知量取值
1 1
, , ,

n rd d dx x x


 时，解的一般

表达式为 

 
1

X K f




   i i

n r

d d d
i

x
i

r

 

由行阶梯形矩阵的性质知， 线性无关，因而由上式知

为

, 1,2, ,K f   
i id d i n

0AX, 1, 2, ,K f   
i id d i n r  的基础解系，故得    dim A A N n r 。证毕。 

                   ■ 

（上述“ 线性无关”说明得似乎还不够充分） , 1, 2, ,K f   
i id d i n r

 

注：分析第三种方法得到的结论可知，为求得齐次线性方程组的基础解系，可首先将系数矩

阵化为行标准形矩阵，不需要考虑每个非零行的第一个非零元所在的列；对于其它的列，只

需要把该列的每个元素改变符号，若该列为第 列，则把该列的第 个元素变为 1，且该向

量前乘以

id id

idx ；每一列如此操作，然后相加，则得到通解。（注意：必须考虑解向量的维数！） 

 

推论 5.1  型齐次线性方程组m n 0AX  的任意  An r 个线性无关的解都是

的基础解系。 0AX 
 

推论 5.2  型齐次线性方程组m n 0AX  有非零解的充要条件是  A r n 。 

 

推论 5.3  型齐次线性方程组n n 0AX  有非零解的充要条件是 0A  。 
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例 5.2  求齐次线性方程组的通解与基础解系 

1 2 3 1

1 2 3 4

1 2 3

0

2 2 3

2 0

x x x x

x x x x

x x x

0

   
   
   

 

齐次线性方程组的系数矩阵为 

1 1 1 1

2 2 1 3

1 1 2 0

 
 
 
  

 

用初等行变换将之化为行标准形矩阵 

 

1 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 0

 
  
  

 (5.6) 

法 1：与第一种证明方法相对应。 

以(5.6)为增广矩阵的线性方程组为 

1 2 4

3 4

 2 0

          0

                  0 0

  
  
 

x x x

x x  

取 2 4,x x 为自由未知量，其解为 

1 2

2 2

3 4

4 4

2 4x x x

x x

x x

x x

  
 
 
 

 

写为向量形式 

1 2 4

2 2
2 4

3 4

44

2 1 2

1 0

0 1

0 1

x x x

x x
x x

x x

xx

         
   


  

   


    
   


  

   


   
     

 

这就是通解，而方程组的一个基础解系为 

1 2

1 0
,

0 1

0 1

    
   
   
   
   
   

 

法 2：与第三种证明方法相对应。 

 齐次线性方程组的系数矩阵化为行标准形矩阵 
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1 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 0

 
  
  

 

故第一、三列对应约束未知量，第一、三个列向量为基本向量，我们只需要考虑第二、四列，

由于解向量为 4 维向量，把第二列的每个元素改变符号，得到向量

1

0

0

0

 
 
 
 
 
 

，由于该向量位于

矩阵的第二列，然后把该向量的第二个元素变为 1，得到向量

1

1

0

0

 
 
 
 
 
 

，并乘以 2x ；对第四列

也如法炮制，首先第四列的每个元素改变符号，得到向量

2

1

0

0

 
 
 
 
 
 

，然后把第四个元素改为 1，

得到向量 ，然后乘以

2

1

0

1

 
 
 
 
 
 

4x ；因此通解为 

1

2
2 4

3

4

1 2

1 0

0 1

0 1

x

x
x x

x

x

     
 


  

 


   
 


  

 


   
    

 

而基础解系即为相应的一组向量。 

显然这种方法更为简单、方便。 

 

例 5.3  设 m n n k  A B O ，证明    r r n A B 。 

证明 令  1 2 kB B B B ，则由 m n n k  A B O 可知     1, 2, ,i i k 0,AB  ，

这说明 的列向量都是齐次线性方程组B  0AX 的解。设  r rA ，则 ，

不妨设

 dim N n A r

1 2, , , n r     0AX为 的基础解系，则 可由1 2, ,B B , kB 1 2, , , n r    线性表

示 ， 故    1 2 1, , , ,kr r  B B B 2 , , n r   n r ， 即    r n r B A ， 因 此

。     n Br rA
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例 5.4 证明：矩阵 A m n 与 的行向量组等价的充分必要条件是，齐次线性方程组

与 同解。 

B l n

0AX  0BX 
证明（1）必要性：考虑方程组 

0
A

X
B

 
 

 
 

矩阵 A m n 与 的行向量组等价，故B l n B 的行向量组可由 A 的行向量组线性表示，故通过初

等行变换，可将其系数矩阵化为 

~
A A

B O

   
   
   

 

因此 

     0, 0
A A

X X
B O

   
    

   
 

同解，而显然 

     0, 0
A

X AX
O

 
  

 
 

同解，故 。同理可证      0, 0
A

X AX
B

 
 

 


     0, 0
A

X BX
B

 
  

 
 

同解，命题得证。 

（2）充分性：由 与 同解，则 0AX  0BX 

          0, 0, 0
A

X AX BX
B

 
   

 
 

同解，所以  

   
A

A B
B

 
  

 
r r r      T T T TA B A    r r Br  

故根据定理 3.10 可知，
TA 与 的列向量组等价，即

TB A 与 B 的行向量组等价。 

 

例 5.5 设 阶方阵 满足n ij n n
a


   A

1

,      1, 2, ,
n

ii ij
j
j i

a a i



   n ，证明 A 是可逆矩阵。 

证明 用 反 证 法 。 假 设 A 不 可 逆 ， 则 齐 次 线 性 方 程 组 有 非 零 解 0AX
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 T1 2, , , nx x xX  。设  max , 1,2, ,k ix x i n   ，由于  0X ，故 0kx  ；则由

的第 个方程 得到， ，因此  0AX k
1

0
n

kj j
j

a x



1

n

kk k kj j
j
j k

a x a x



 

1 1

1

n n

kk k kj j kj j kj j j
j j
j k j k j k

n

kj k
j
j k

a x a x a x a x x

a x

 
 




    



   



1 1

n n

kj
j j

j k

a
 
   

因此
1

n

kk kj
j
j k

a



  a ，这与题设矛盾。因此假设不成立。命题得证。      

 

例 5.6   设 A 为m n 矩阵，证明    TA A Ar r 。 

证： A 为 矩阵，则m n TA A 为 阶方阵，取齐次线性方程组 n

m n 型    0AX   

n n 型     T 0A A X   

先证 与   为等价的线性方程组。 0AX  T 0A A X 

 若 ，则0AX     T T T 0 = 0A A X A AX = A ，所以 0AX  的解为  

的解，即

T 0A A X 

   TA A AN N 。 

 反过来，若   ，则 
T 0A A X 

    T T T 00 =X A A X X

即       2TT T0 = X A A X AX AX AX  ，所以 0AX  。故  T 0A A X  的解为

的解。所以这两个方程组的解空间相同，即 0AX 

     TA A AN N  

故     Tdim dimA A AN N  

因此        T Tdim dimA A A A    n r N N n r A A  

即     TA A Ar r  
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由于         TT T T TA A A A AA  r r r r ，所以 

     T T A A A AA r r r  

 

例 5.7 线性方程组
T TA AX = A b有解。 

证明 只需要证明    T Tr r   A A = A A Ab 。 

显然有    T Tr r    
TA A A A A b 。另外 

          T T T T Tr r r r       rA A A b A A b A A A A 。 

因此   T Tr r   A A = A A Ab 成立，故本定理成立。       ■ 

 因此该定理回答了正交投影存在性的问题。 

 

 

习题 5.2 

1. 设 1 2,  是非齐次线性方程组 AX b的两个不同的解， 1 2,  是对应的齐次线性方程

组  0AX 的基础解系， 1 2,k k 为任意常数，则 AX b的通解为（   ）B 

（A）    1 2  1 1 2 1 2

1

2
k k       （B）    1 1 2 1  2 1

1

2
 2k k      

（C）



   1 2  1 1 2 1 2

1

2
k k       （D）    1 1k k2 1  2

1

2
 1 2      

2. 求齐次线性方程组  

       

的一个基础解系． 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 3 0

2 3 5 5

3 2 0

3 5 6 7

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
     

0

0

3. 已知四元线性方程组 

    

的 5 个 解

11 1 12 2 13 3 14 4 1

21 1 22 2 23 3 24 4 2

31 1 32 2 33 3 34 4 3

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

   
    
    

       T T

1 21,1,1,0 , 2,2,1,0 ,X X  T

3 40,0,1,0 , 3,1,2,0X X  T
，

 T5 0,1,1,1X  ，试求此方程组的一般解，并写出该方程组。 

4. 设齐次线性方程组 的系数矩阵0AX  ij n n
a


   A 且 0A ，但 A 中某一元素 的ija
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代数余子式 0ijA  。证明：方程组 AX 0 的解恒可表示为 

 1 1 2 2, , ,i i n nix kA x kA x kA    

5. 设方程组  0AX 都是  0BX 的解，且    r rA B ，试证： 与 同

6. 设

 0AX  0BX

解。 

A 为  B 为 n s 矩阵，m n矩阵， 证明：   0AB X 与  0BX 同解的充要条件是

   r rAB B 。 

7. 设 ,A B 、n k 矩阵，分别为m n 若 AB = O，用齐次线性方程组解的理论证明矩阵

秩的不等式    r r n A B 。 

8. 设 A 是 n 阶方阵  A，  r r n ，证明：存在秩为 n r 的 n 阶方阵 ，使得,B C

 AB CA O 。 

(I)9. ，另一个方程组(II)的基础解系为 设四元方







2

32

21

21

xxx

xx



程组



0

0

43

3

x

x

T1 2, 1 ， , 2,1a   T a

( )a b x a x a x

2 1, 2  

(I)与(II)有非零公共解，并求解。

已知齐次线性方程组 

  

1 1 2 2 3

2 2 3 3

2 3 3

2 3 3

)

( )

b x a x

x a b x

x a x

, 4, 8a

 

3

( )

a

a x

a x

a b x

。求(I)的一个基础解系；当 为何值时，

10. 

0,

0,

0,

.

1 1 (

1 1 2

1 1 2

a x a

a x a 0

a x a
n n

n n

n n

n n

x     
   

  

  



  

  




1

n

i
i

a

 1 2, , , na a a

方程组有非零解，在有非零解时，求此方程组的一个基础解系

    

 
 

1 2

1 2

2 2

                                      

a x x

x a

nx nx

 

 

 

 




b和

 

1 2

nx

x

n a x

 

 

 







(1)方程组仅有零解；  

11. 设有齐次线性方程组 





0. 试讨论









 

满足何种关系时其中 , 

(2) . 

0

0

1


2

0

n

n

x








 2n   

试问 a 取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解。 
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12. 设 A 是n 阶方阵，证明：存在 n 阶非零矩阵 B ，使 AB O 的充要条件是： 0A 。 

13. 设 1 2 3, ,   是 齐 次 线 性 方 程 组 0AX  的 一 个 基 础 解 系 ， 试 证 明

321 2 1 2 3 1, ,        也是齐次线性方程组 0AX  的一个基础解系．  

14. 问： 满足什么条件，齐次线性方程组 , , , ,a b c d e

1 2

1 2

cx

dx

2 3 4

1 3 4

4

3

0

0

0

0

x ax bx

x cx dx

ax ex

bx ex

  
 
  
 

 

3

 

 

的一般解中，可取




x 和 4x 作为自由未知量？ 

15. 设 A 为 矩阵， 是 阶可逆矩阵，已知m n  A r m，B m A 的行空间是方程组 0CX 

的解空间。证明： BA的行向量组也是 0CX  的一个基础解系。 

16. 设 A 是m n 矩阵，m n ，  r mA ，齐次线性方程组 0AX  的一个基础解系为 



的解空间的维数，以及一个基础解系。 

17. 设方程组 的一个基础解系为 

 
T

n n 

的通解. 

  

  

 T
, 1,2,in i  

1

2

,

0

0
n n

n n

n m

b y

b y

y b

 
 

  

1 2, , ,i

 

2

2 2

,2n m

y

b 


 





,i ib b b n m  

方程组

1 2

,1 1 2

                       

0n n

b

b y y 

 

B

性

21

n m

b y





试求齐次线

11 1 12b y b y

11 1 12 2 1,2 2a x a x a x    

21 1 22 2 2,2 2

1 1 2 2 ,2 2

0

0

0

n n

n n

n n n n n

a x a x a x

a x a x a x

    


    





1 11 12 1,2 2 21, , , , ,b b b b b      

 
















222211

222222121

212212111

nnnnn

nn

nn

xbxbxb

xbxbxb

xbxbxb






T T

22 2,2 1 2 ,2, , , , , , ,n n n n nb b b b      

写出方程组

   






0

0

0
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§5.3   非齐次线性方程组解的结构 

 非齐次线性方程组与其对应的齐次线性方程组的解有相应的关系。本节讨论这一关系。 

 

定理 5.4  设 1, 2X X 是非齐次线性方程组 AX b 的解，则 1 2X X 是对应的齐次线性

方程组 的解。 0AX 

证明： 1, 2X X 是 AX b 的解，故 

  
1

2

AX b

AX b




 

两式相减得 

    1 2 0A X X 

故 1 2X X 为 0AX  的解。             ■ 

 

定理 5.5  非齐次线性方程组 AX b 的解可写成   的形式，其中 为该线性方程组

AX b 的一个特解，而 为其对应的齐次线性方程组 0AX  的解。 

证明：设 X 是非齐次线性方程组 AX b 的任意一个解，根据上述定理可知， X  是它

所对应的齐次线性方程组 的解，而 0AX 

 X X      

令 X   即可。               ■ 

 

因此，若 ， dim A N s 1 2, , , s   是 0AX  的基础解系， 0X 为 AX b 的一个

特解，则非齐次线性方程组 AX b 其任一解 X 都可表示为 

 0 1 1 2 2    X X  s sk k k    (5.7) 

称为 AX b 的通解。 

 

例 5.8   求非齐次线性方程组的通解。 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

3 1

1
2 3

2


    


   

     


x x x x

x x x x

x x x x
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解：该方程组的增广矩阵为 

1 1 1 1 0

1 1 1 3 1

1 1 2 3 1 2

B

  
    
    

 

用初等行变换将其化为行最简形矩阵，得 

1 1 0 1 1 2

0 0 1 2 1 2

0 0 0 0 0

  
  
  

 

可见 ，故方程组有解，且     2A B r r

1 2 4

3 4

1

2
1

2
2

x x x

x x

   

  


 

写成解向量的形式： 

1 2 4 42

2 2 2
2 4

3 4 4

4 4 4

1 2 1 2 1 2 1 1

00 0 1

2 1 2 21 2 0 1 2 0 2

0 0 0 0

x x x xx

x x x
x x

x x x

x x x

      
0

1

         
              
                    
              
              

              

 

为线性方程组的通解。 

注：上述求非齐次线性方程组的通解的过程是标准的，容易理解且不易出错。但注意到非齐

次线性方程组的通解可表示为“特解＋对应的齐次线性方程组的通解”的形式，且在§5.2

已经给出了求齐次线性方程组通解的简便方法，因此只需要给出求非齐次线性方程组特解的

方法即可，而这是很容易的。假设该非齐次线性方程组的增广矩阵已经化为行最简形，那么

它的一个特解可通过如下简单规律给出：每个约束未知量取等号右边的常数值，而自由未知

量则取 0。例如上例中，增广矩阵的行最简形为

1 1 0 1 1 2

0 0 1 2 1 2

0 0 0 0 0

  
  
  

，约束未知量为

1 3,x x ，这两个约束未知量所在方程等号右边的常数为
1 1

,
2 2

，故令 1 3

1 1
,

2 2
 x x ， 2 4,x x 为

自由未知量，故令 ，因此该非齐次线性方程组的一个特解为2 4 0 x x
T

0
1 1

,0, ,
2 2
 
  

。 

 

例 5.9  问 取何值时，线性方程组 k

1 2 3

1 2 3

2 3

5

3 2 18 5

           2 2

kx x x

x x kx k

x x

  
    
  
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有唯一解,无穷多解或无解？有无穷多解时求出通解。 

解： 

法 1：直接求系数矩阵、增广矩阵的秩，该线性方程组的增广矩阵为 

 
1 1 5

3 2 18 5

0 1 2 2

A b

 
   
  

k

k k  

作初等行变换得 

3 2 18 5

~ 1 1 5

0 1 2 2

k k

k

 
 
 
  

 
2

3 2 18 5

4 2
~ 0 0 1 2 5 18 5 2 1

3 3 3 3

0 1 2 2

k k

k k k k
k

 
 

           
 
 

 

2 2

3 2 18 5

~ 0 1 2 2

4 5 14
0 0 1 3

3 3 3 3

k k

k k k k

 
 
 
 
 
     
  

2 2

3 2 18 5

~ 0 1 2 2

0 0 4 3 5 14 9

k k

k k k k

 
 
 
      

 

所以，当 即 时， 
2 4 3k k    0 1,3k 

     3A A br r 

0 0

，线性方程组有惟一解。 

当 时 1k 

2 4 3k k      
25 14 9k k    

     2A A br r 

0 0

，线性方程组有无穷多组解； 

当 时 3k 
2 4 3k k    ， ，

25 14 9k k       2 3A A b r r  ，线性方程组

无解。 

 

法 2：注意到该线性方程组的系数矩阵为一个方阵，故可利用 Cramer 法则 

 
1 1

3 2 1 3

0 1 2

k

D k k k      

当 ，即 时线性方程组有唯一解。 0D  1,3k 

1k  时，线性方程组的增广矩阵为 
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 
1 1 1 5

3 2 1 13

0 1 2 2

A b

 
   
  

1 0 1 3

~ 0 1 2 2

0 0 0 0

 
 
 
  

 

故有无穷多解。由 

1 3

2 3

3

2 2

 
  

x x

x x
 

其通解为 

1

2

3

3 1

2 2

0 1

x

x c

x

     
            
          

 

3k  时， 
3 1 1 5

3 2 3 3

0 1 2 2

A b

 
   
  

3 1 1 5

~ 0 1 2 2

0 0 0 4

 
  
  

，因而     A A br r

0

0

1

，线性方

程组无解。 

 

例 5.10  给出一个通解为 

1 2 3

16 1 1 5

23 2 2 6

0 1 0

0 0 1

0 0 0

X

       
                
          
       
       
              

k k k  

的线性方程组。 

解：设所求线性方程组为 AX b ，线性方程组有 5 个未知数，而其导出方程组的基础解系

含有 3 个向量 

1 2 3

1 1

2 2

1 0

0 1

0 0

,     ,    

     
           
       
     
     
          

  

5

6

0

0

1


， 

  5 3 2   r A  

可设 A 有两行，且这两个行向量线性无关。由于 

1 2, ,0      0     0A A A  3     

     1 2 3 1 2 3 0 0 0A A A A        O  

令  1 2 3B     ，则有 AB O ，取转置得 
T TB A O ，故

TA 的列向量为齐次线性
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方程组 的解。  
T 0B Y 

T 1 2 0 1 0

5 6 0 0 1

B    
  

1 2 1 0 0

3 1
1 0 0

2 2
5 1

~ 0 1 0
4 4

0 0 1 1 0

r

  
 
  
  
  

 

因此 的通解为 
T 0B Y 

1 2

3 1

2 2
5 1

4 4
1 0

1 0

0 1

Y

      
   
       
   
   
   
   
  

k k



 

取它的两个线性无关的解 

6 2

5 1

4 0

4 0

0 4

,      

 
  
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
  

TA

 

则得到 

6 2

5 1

4 0

4 0

0 4

 
  
 
 
 
  



A

 

所以  
6 5 4 4 0

2 1 0 0 4

 
    

 

因为 是

16

23

0

0

0

 
 
 
 
 
 
  

AX b 的一个特解，所以将这个解代入方程组， 

得到 为所求的方程组。 
6 5

2 1 
4 4 0 19

0 0 4 9
X

 


 

 
 
 
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例 5.10   设 A 为m 矩阵,n  A r r ， 1 2, , ,  n r   为齐次线性方程组 的基

础解系， 

0AX 

 为非齐次线性方程组 AX b 的一个特解，证明: 

(1)  1 2, , , ,  n r    线性无关； 

(2)  1 2, , , ,    n r       为 AX b 的线性无关的解； 

(3)  AX b 的任意 2n r  个解线性相关。  

(4)  AX b 的任意一个解 X 可写成 

        1 11 1X X X X2 2        n r n rk k k

1 2, , , n r

 

 其中 X   为1X X AX b 的 1n r  个线性无关的解，且 

       1 2 1 1k k  n rk

证明: (1)由于 1 2, , ,  n r   为 0AX  的基础解系，故 1 2, , ,  n r   线性无关。若

1 2, , , , n r   
 
线性相关，则 可由 1 2, , ,  n r   线性表示，故 为 的解，

⇒ 。矛盾。 

0AX 

0b

(2) 根据非齐次线性方程组解的结构可知，向量组 1 2, , , ,    n r        中的每个向

量都为 AX b 的解；下证明证明线性无关性。 

 设有 使得 1 2, , , , n rk k k k 

     1 1 2 2 0         n r n rk k k k        

 1 2 1 1 2 2 0           n r n r n rk k k k k k k     

由于 1 2, , , ,  n r    线性无关，得到 

1 2

1

2

0

0

0

0

n r

n r

k k k k

k

k

k





    
  








 

1 2 0n rk k k k        

故 1 2, , , ,    n r       线性无关。 

也可如此证明线性无关性: 
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由于 1 2, , , ,  n r    线性无关，因此   1 2 1    n rr n    r ，然后对矩阵

 1 2    n r 做初等列变换：从第二列到最后一列的每一列都加上第一列，由

于初等变换不改变矩阵的秩，因此有 

     1 2 1 2     n r n rr r          

  1 2 1       n rr n       r  

故 1 2, , , ,    n r       线性无关。 

（3）由于非齐次线性方程组 AX b 的通解为 

1 1 2 2X       n r n rk k k   
 

因此 AX b 的任一解都可由向量组 1 2, , , ,  n r    线性表示，由定理 3.6 可知，它的任

意 个解都线性相关。 2n r 

(4) 由(2)知，AX b 有 个线性无关的解，设为1n r  1 2, , ,X X X 1  n r ；由(3)，AX b

任意 个解线性相关，因此任取2n r  AX b 的解 X ，则 线性相关，

故

1 2, , ,X X X  1, X  n r

X 可由 线性表示，因此有1 2, , ,X X  1 n rX 1 2, , 1, n rkk k   ，使得 

1 1 2 2 1 1X X X X       n r n rk k k  

两边同时乘以 A ，得到 

 

 

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

1 2 1 1 2 1

b AX A X X X

AX AX AX

b b b

   

   

   

    

   

       




 

n r n r

n r n r

n r n r

k k k

k k k

k k k k k k b

 

由于 ，所以得到 0b 

1 2 1 1n rk k k      。 

（ 

线性图形（直线、平面）的几何问题两条直线的关系： 

相交、共面、异面 

两个平面之间的关系：平行、相交、重合三个平面的位置关系 

） 

 

习题 5.3 

1. 设        T T T

1 2 31, 2,0 , 1, 2, 3 , 1, 2, 2 , 1,3, 3a a b a b             T ，请讨

论当 ,a b为何值时， 
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（1） 不能由 1 2 3, ,   线性表示； 

（2） 可由 1 2 3, ,   唯一地线性表示，并求出表示式； 

（3） 可由 1 2 3, ,   线性表示，但表示方式不唯一，并求出表示式。 

2. 求实系数线性方程组

1 2 1

2 3 2

1 1

1

n n n

n n

x x a

x x a

x x a

x x a
 

 
 

 
 











10

7

2a

 
 

   

有解的充要条件，并在它有解时求出通解。 

3. 设

6 2

4 1

3 1


  是齐次线性方程组（Ⅰ）的系数矩阵， A T, ,1b c 是齐次线

性方程组（Ⅱ）的基础解系，已知线性方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解。 

（1）求 , ,a b c ；（2）求非齐次线性方程组



AX  的通解。 

4. 已 知 4 元 线 性 方 程 组 AX b 的 三 个 解 1 2 3, ,   ， 且

   T T
1, 3,2, 1,4  1 2  31, 2 ,0, ，而   3r A ，求该线性方程组的通解。 

5. 已知线性方程组 AX b 的系数矩阵  1 2 3 4     A ，其中 2 3 4, ,   线性无关，

41 2 3 1 2 32 ,        b  ，求 AX b 的通解。 

6. 已知 4 阶方阵  1 2 3 4   A ， 1 2 3 4, , ,    均为 4 维列向量，其中 2 3 4, ,  

线性无关， 321 2    ，如果 41 2 3        ，求线性方程组 AX 的通

解. 

7. 设 A 为 m n 矩阵，线性方程组 AX b 对任意 bm
都有解的充要条件是

 A  。 r m

8. 设 A 是m n 矩阵，  T 是m 维列向量，证明下属命题相互等价： 

（1）线性方程组

1 2, , , nb b b 

AX 有解； 

（2）齐次方程组
T 0A X 的任一解  T1 2, , , mx x xX

 

 必满足 

  0m mx b  1 1x b 2 2x b 
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（3）线性方程组 无解，其中 0 是n 维零向量。 

T

T 1

0


   

   
  

A
X

9. 设 A 是m n 实矩阵，b 是m 维实列向量，证明 

（1）    Tr rA A A ； 

（2）线性方程组   TT X A A A b 一定有解。 

10. 设 A 是m n 实矩阵，m n ，非齐次线性方程组 AX b 有唯一解。证明：
TA A 为

可逆矩阵，且该方程组的解为   1T T
X A A A b。 

11. 设 A 是m n 矩阵，  r rA ， 是一组不全为零的实数，如果矩阵 B 满足 

  
2b

 

证明： 1。 

1 2, , , mb b b

1

m

b

b

 
 
 
 
 
 



1 1

2 2

m m

b b

b b

b b




 


r  



r n

AB

 B

12. 设 n 阶方阵 A 的秩为 r ，并且非齐次线性方程组 AX b有无穷多组解，其所有解的集

合记为 S . 

（1）集合 S 是否为向量空间？说明理由. 

（2）证明集合 S 的极大线性无关组的秩为 1n r  . 
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第六章   相似矩阵 

 特征值的介绍、背景。 

§6.1   特征值与特征向量 

定义 6.1   设 为 阶方阵，若有数
n n

ij n n
a 


   A  n  与非零向量

nX  ，使得 

 AX X  (6.1) 

则称为 A 的特征值，X 为方阵 A 的对应于特征值的特征向量，简称为对应于特征值
的特征向量。 

 

根据上述定义，若方阵 A 不可逆，则齐次线性方程组 0AX 有非零解 0X ，所以 

0 000 AX X  

这说明 0 是 A 的特征值，而该方程组的非零解 0X 就是 A 的对应于特征值 0 的特征向量。 

 

定理 6.1  同一方阵的不同特征值没有相同的特征向量。 

证明：用反证法。设 1 2,  方阵 A 的两个不同的特征值，若它们有相同的特征向量 X ，则 

1

2






AX X

AX X
 

两式相减得 

 1 20    X  

由于 1 2  ，故 1 2 0   ，⇒ 0X ，这与 X 为特征向量矛盾。 

 

根据上述命题，对于同一个方阵而言，其特征值与特征向量是相对应的，所有我们有定

义 6.1 中的概念。（若  AX X ，则称 X 为 A 的对应于特征值的特征向量，而是 A 的

对应于特征向量 X 的特征值。） 

 

下面求给定方阵 的特征值与特征向量。设ij n n
a


   A 为 A 的特征值，X 为方阵 A 的

对应于特征值的特征向量，则有 

 AX X  

变形得 
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  0 E A X  

由于 ，这说明齐次线性方程组 0X   0 E A X 有非零解，从而方阵 E A 不可逆，

所以其行列式 

0 E A  

记 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n

n n

a a a

a a a
f

a a a

  
  

  

  

E A




  





 

 nn

 (6.2) 

根据行列式的定义可知， E A 是关于的 n 次多项式，且 n
的系数为 1，即有 

11 12 1

21 22 2

1 2

1
1 1

( ) E A




  
  

  

  

    




  







 



  

n

n

n n

n n
n n

a a a

a a a
f

a a a

b b b

nn

 

我们称之为 A 的特征多项式，而关于 的方程   0E A   f 称为 A 的特征方程。

因此， A 的特征值必为其特征方程的根；反过来，若为 A 的特征方程的根，则说明 

0 E A  

因此方阵 E A 不可逆，即  r n E A ，因此   0 E A X 有非零解 0X ，即存在

非零向量 0X ，使得 

0 0 AX X  

所以为 A 特征值。 

 根据上述分析可知，求 A 的特征方程的根就得到它的特征值。由于 n 阶方阵 A 的特征

多项式为 E A 为 次多项式，因此其特征方程n 0 E A 在复数范围内一定有 个根

（重根按重数计算），因此 阶方阵

n

n A 一定有 个特征值。 n
对于 A 的特征值，求齐次线性方程组 

    0E A X  (6.3) 

的非零解就得到 A 的对应于特征值  的特征向量。由第五章知识可知，齐次线性方程组

的解集构成向量空间，称之为特征值 E A X 0 的特征子空间，记为V ，所以有 



  第六章  相似矩阵                              - 259 - 

    
   , 0

0

0

X E A X X AX X

X AX X X

    

   
  



V
 

因此V 的元素包括 A 的对应于的特征向量与零向量。dim V 称为的几何重数，根据向

量空间的维数的定义可知，的几何重数就是对应于特征值的线性无关的特征向量的个

数。 

 

例 6.1  求矩阵 

  （1）

1 1 0

4 3 0

1 0 2

 
   
  

A ；  （2）

5 4 1

2 4 2

1 4 3

B

 
   
  

； 

  （3）

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
   
  

C 。 

的特征值与特征向量。 

解：（1） A 的特征多项式为 

  
 

       2

1 1 0
1 1

4 3 0 2
4 3

1 0 2

2 1 3 4 2 1

 
 

    


 

         




  




    

E A
 

故 A 的特征值为 1 2 32, 1     ，因此特征值 1 2 的代数重数为 1，而 2 1 的代数重

数为 2。 

当 1 2  时，求解线性方程组  1 0  E A X 就可得到对应于特征值 1 2  的特征向量 

1

3 1 0 1 0 0

4 1 0 ~ 0 1 0

1 0 0 0 0 0

r
   

        
      

 E A  

其基础解系为  T1 0,0,1  ，故  1 0k k  为对应于 1 2  的所有特征向量。 

2 3 1   ，求解线性方程组  2 0  E A X 就可得到对应于特征值 2 3 1   的特征向

量 

2

2 1 0 1 0 1

4 2 0 ~ 0 1 2

1 0 1 0 0 0

r
   

        
       

 E A  

故基础解系为  T2 1, 2,1    ，故  2 0k k  为对应于 2 3 1   的所有特征向量。故特
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征值 1 的代数重数是 2，而其几何重数为 1； 

（2） 

   

  

1 3

3 1

2

5 4 1 4 4 1

2 4 2 0 4

1 4 3 4 4

1 4 1 1 4 1

4 0 4 2 4 0 4 2

1 4 3 0 0

4 4

  

E B 2

3

4

 
       

    

 
    

   

 

 
  

 

   
 

 

c c

r r 



 

故 B 的特征值为 1 2 34, 4      。 

当 1 4  时， 1

9 4 1 1 0 1

4 2 0 2 0 1

1 4 7 0 0 0

E B E B =

 
2

   
        
   
      

初等行变换



 

因此 1 4  对应的特征向量为  T1, 2,1 , 0  k k ； 

当 2 3 4   0时， 2

1 4 1 1 4 1

4 2 8 2 0 0

1 4 1 0 0 0

E B E B =

     
       
   
     

行



； 

故 2 3 4   对应的特征向量为    T T

1 2 14,1,0 1,0,1 , 02  k k k k  。因此特征值 4 的

代数重数是 2，其几何重数也是 2，也就是它的几何重数与代数重数相等。 

（ 3 ）   2

1 0

1 0 1 1

0 0 1


     




   


E C 0 C

1

， 故 的 特 征 值 为

1 2 3, ,i i      。 

当 1 i 时， 1

1 0 1 0

1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

i i

i i

i


1

   
     
   
     

 初等行变换E C E B =


1，故 i 对应

的特征向量为  T,1,0 , 0k i k  ； 

当 2 i  时 ， 2

1 0 1 0

1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

i i

i i

i

  
1

   
       
   
      

 初等行变换E C E B =



， 故

2 i  对应的特征向量为  T,1,0 , 0k i k  ； 



  第六章  相似矩阵                              - 261 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

当 3 1 时， 故 33

1 1 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

  
       
    

 初等行变换E C E B =



， 1



 对应的特

征向量为  T0,0,1 , 0 。k k  

 

定义 6.3  对于方阵 A ，  
1

n

ii
i

tr a


A 称为方阵 A 的迹。 

 

 由于 n 阶方阵的特征多项式是一个 次多项式，方阵的特征值就是特征方程的根，根据

多项式方程根与系数的关系，有如下定理： 

n

定理 6.2  设 阶方阵n ij n n
a


   A 的 个特征值为n 1 2, , , n    ，则 

（1） 1 2 n    A ； 

（2）  1 2 11 22n nna a a tr         A   。 

证明：由于 n 阶方阵 的 个特征值为ij n n
a


   A n 1 2, , , n    ，且特征多项式 E A 的

首系数为 1，所以 

   

    

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

n

n
n

n n nn

a a a

a a a

a a a


 

     

  





  






      



E A  (6.4) 

（1）在上式中令 0  ，得 

  1 21
n

n     A  

故 1 2 n   A ； 

（2）为证明这个等式，我们考虑
1n 
的系数，由于行列式展开后，每一项取自不同行、不

同列的 个元素的乘积，因此只有对角线上的 个元素n n 11 22, , , nna a a     相乘才会

出现
1n 
这一项，展开式中的其它的项最多只包含 2n  个对角线上的元素，因此不会有

1n 
这一项，因此特征多项式中包含

1n 
的项只在     11 22 nna a a     中出现，

而 中   11 22 nna a     a 1n 
中 的 系 数 为  nna11 22a a   ，

    1 2 n        展开式中
1n 
的系数为  1 2 n      ，比较两边

1n 
前
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的系数，所以 

  1 2 11 22n na a a n          。 

■ 

 

上述定理称为韦达定理。它反映的是多项式的根与系数的关系。 

 

根据如上定理，有 

 

推论 6.1    阶方阵n A 可逆的充要条件为： A 的 个特征值非零。 n
 

定义 6.3  特征值的代数重数 

设 阶方阵n A 有 个互不相同的特征值s 1 2, , ,  s ，则 A 的特征多项式可表示为 

       1 2

1 2E A              st t

sf
t
，  1 2, , , st t t 是正整数 

我们称 为特征值it i 的代数重数。因此，若特征值 i 的代数重数为 ，则it i 为特征方程

的 重根。根据代数重数的定义，显然有  f 0 it

 1 2 st t t n     (6.5) 

 

例 6.2 设是方阵 A 对应于特征向量 X 的特征值，证明： 

(1) k是 kA对应于特征向量 X 的特征值； 

(2) 对正整数  2m m  ，
m 是

mA 对应于特征向量 X 的特征值； 

(3)   1 0
k

kf x a x a x a    为 x 的多项式，为方阵 A 的特征值， X 为 A 的对应

于的特征向量，则  f  为方阵  f A 的特征值，则 X 为  f A 的对应于特征值

 f  的特征向量。 

(4) 若 A 是可逆的，则
1
是

1A 对应于特征向量 X 的特征值。 

证明：(1)由于  AX X ，因而 

      k k k k   A X AX X X  

 所以结论(1)成立。 

(2) 

  

   
 

1 1

1 1

m m m

m m

m

 

 

 

 

 

 



A X A A X A AX

A X A X

X
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 结论(2)成立。 

（3） 

 

   

 
 

1 0

1 0

1 0

1 0

k
k

k
k

k
k

k
k

f X a a a

a a a

a a a

a a a

f

   

   

   

   










 

 



A A A E

A X AX EX

X X X

X

X

X

 

（4）由于 A 可逆，所以的所有特征值都不等于 0，故 0 ，因而 

    AX X  

  1 1  A X X  

 结论(3)成立。 

 

例 6.3 设 阶方阵n A 满足
2 A A，证明： A 的特征值为 0 或 1。 

证明：设为 A 的特征值，而 X 为与对应的特征向量，故 

     AX X  

 由于  
2 A A 

 所以  2 A X AX  

    2  X X  

 由于 ，所以 0X

     
2   

故命题成立。 

 

                          

定理 6.3* （Hamilton-Caylay 定理）设 是一个 阶方阵，A n ( )f   E A 为 A 的特

征多项式，则  f A O（零矩阵）。 

证明 设  B 是 E A 的伴随矩阵，由行列式的性质，有 

      f      B E A E A E E  

因为矩阵  B 的元素是行列式 E A 的各个余子式，都是的多项式，其次数不超过

，因此由矩阵的运算性质，1n   B 可写成 

  1 2
0 1 2

n n
n n

 
1        B B B B B  
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其中 都是 阶数字方阵。再设 0 1 2, , , ,n nB B B B 1 1n 

  1
1 1

n n
n nf a a   
     a  

因而 

 
     

     

1 2
0 1 2 1

1 2
0 1 0 2 1 1 2

n n
n n

n n n
n n n

 
 

 
  

      

        





     

   

B E A B B B B E A

B B B A B B A B B A B 1A

E

 

比较上述两式，得到 

0

1 0 1

2 1 2

1 2 1

1

             

n n n

n n

a

a

a

a
  




  
  


  

 



B E

B B A E

B B A E

B B A

B A E

 

以
1, , , ,n n A A A E

1

2n





依次从右边乘上式中的第一式、第二式，…，第 n 式，第 式，得 1n 

  

 
 

 

0

1 1 1
1 0 1 0 1 1

2 1 2
2 1 2 1 2 2

2
1 2 1 2 1 1

1

             

n n n

n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n

a a

a a

a a

a

  

  

     



  


    
     


     
 



B A EA A

B B A A B A B A EA A

B B A A B A B A EA A

B B A A B A B A EA A

B A E

把上式中的 个式子加起来，左边变为零矩阵，右边即为1n   f A ，故 。 

                   ■ 

  0f A

 

例 6.4  设三阶方阵 A 的三个特征值分别为 2，3，7，求行列式 5 A E 。 

解：由于 A 的三个特征值分别为 2，3，7，所以5 A E 的三个特征值分别为 5×2+1， 5

×3+1 ，5×7+1，所以 5 11 16 36 6336   A E

2

。 

 

下面讨论特征向量的性质，我们集中于特征向量的线性相关性。 

 

定理 6.4  (1)设 1,X X 为对应于方阵 A 的特征值的特征向量，则 1, 2X X 的非零线性组

合也是对应于特征值的特征向量； 

(2)设 1 2, , , rX X X 为是方阵 A 的不同特征值所对应的特征向量，则 r1 2, , ,X X X 线性
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无关； 

(3)方阵 A 的 个不同特征值所对应的 组各自线性无关的特征向量并在一起仍是线性无关

的。 

s s

(4)设 0 是 阶方阵n A 的一个 t 重特征值，则与 0 对应的线性无关特征向量的最大个数

，即 。 t
0

dimV  t

证明: 

(1)结论是显然的； 

(2) 证法 1 用归纳法。 

设 ，2r  1X 与 2X 为方阵 A 对应于特征值 1 与 2 的两个特征向量，即 

1 1 1AX X ，  2 2 2 AX X
 

设有两个数 使得 1 2,k k

 1 1 2 2 0k k X X  (6.6) 

为证明 1X 与 2X 线性无关，只需要证明上式中 1 2 0k k  。在错误！未找到引用源。式两

边左乘方阵 A ，得到 

 1 1 2 2 0 = 0k k A X X A  

即 

 1 1 2 2 1 1 1 2 2k k k k   0 2AX AX X X   (6.7) 

错误！未找到引用源。式乘以数 1 得  

 1 1 1 2 1 2k k 0 X X   (6.8)               

(6.7)–(6.8)得： 

 2 2 2 1 0k   X  

因为 2 1 0   ，而 2X 为一个特征向量，因而不为零向量，因此 2 0k  ，进而可得 ，

因此

1 0k 

1X 与 2X 线性无关，故命题在 2r  时成立。 

假设命题在 时成立。即： 个不同特征值所对应的特征向量线性无关，则当 时，考

虑 

r r 1r 

  (6.9) 1 1 2 2 1 1r r r rk k k k       0X X X X

在上式两边同时左乘方阵 A 得 

 1 1 2 2 1 1 0r r r rk k k k      A X X X X  
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1 1 2 2 1 1 0r r r rk k k k     AX AX AX AX 



 

 1 1 1 2 2 2 1 +1 1r r r r r rk k k k      0X X X X     (6.10) 

在(6.9)式两边同时乘以 1r  得 

 1 +1 1 2 +1 2 +1 1 +1 1r r r r r r r rk k k k      0X X X X      (6.11) 

(6.11)－ (6.10)得 

     1 1 1 1 2 1 2 2 1 0r r r r rk k k            X X r X  

根据归纳假设可知， 1 2, , , rX X X 线性无关，故 

     1 1 1 2 1 2 1 0r r r rk k k              r  

由于各特征值互不相同，因此 1 0r i     ，故 

1 2 0rk k k     

再由(6.9)得到 1 0rk   ，故特征向量 1 2, , , ,r r 1X X X X 线性无关。命题得证。 

证法 2 设 1 2, ,, rX X X 是 A 的不同特征值对应的特征向量 

设有数 ，使得1 2, , , rs s s 1 1 2 2 r rs s s   0X + X X ，则 

   1 1 2 2 1, 2, , 1k
r rA s s s k r    0 X + X X  

即 

 1 1 1 2 2 2 1, 2, , 1k k k
r r rs s s k r     0 X + X X 



1 2, , , r

 

将上述各式写成矩阵形式，有 

  

1
1 1

1
2 2

1 1 2 2

1

1

1

1

r

r

r r

r
r r

s s s

 
 

 







 
 
  
 
 
  

0 0 0




 
  



X X X  

由于   互不相同，故方阵

1
1 1

1
2 2

1

1

1

1

r

r

r
r r

 
 

 







 
 
 
 
 
  




  


可逆，所以 

 1 1 2 2 r rs s s X X X O

r

 

因此 ，注意到 1, 2, ,i is i 0 X  1, 2, ,i i r 0 X ，故  1,2, ,is i 0  r ，因此
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1 2, , , rX X

1 2, ,

X 线性无关。 

（3）设 , s    为是方阵 A 的 个不同特征值，而 s

1 2, , ,
ii i imX X X  

为方阵 A 的对应于特征值 i 的一组线性无关的特征向量，我们要证明 

1 211 12 1 21 22 2 1 2, , , , , , , , , , , ,
sm m s s   smX X X X X X X X X  

线性无关，设有常数 

1 2, , , , 1, 2, ,
ii i imc c c i s   

使得 

1 112 12 1 1m mc c c  11 11X X X  

1 221 22 22 2 2m mc c c   21X X X  

1 1 2 2 0
s ss s sm smc c c    X X Xs s



j

 

即 

1 2

1 1 2 2
1 1 1

0
smm m

j j j sj sj
j j j

c c c
  

     X X X  

对于任意的 ，如果1 i s 
1

1

0
m

ij ij
j

c


 X ，则 ij

1

1

m

ij
j

c

 X 为矩阵 A 的对应于特征值 i 的特征

向量。根据本定理结论 2，这些“特征向量”线性无关，因此，如果 

m

   
1

im

ij
j

c X



1

im

ij
j

c X



, 1X ij j

1,2, ,ij i s,                     

中有一个不为零向量，这与结论矛盾，故 

   1,2, ,ij i s  0,                    

由于 为对应于特征值, 2, , i i 的线性无关的特征向量，因此得到 

  ,    0 1,2, , ; 1, 2, ,     ic j m i   ij

n

s

故命题得证。 

(4) 设 阶方阵 A 的特征值 0 有 个线性无关的特征向量r 1 2, , , rX X X

n

，再找 个向

量

n r

1 2, ,r r  ,X X X ，使得向量组 1 2, , , nX X X 线性无关，因此 1 2, , , nX X X 为向量空
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间 的一组基，且 
n

  0 1, 2, ,         i i i r  AX X  

1 1 2 2 1, ,       i i i in nc c c i r      AX X X X n   

因此 

 1 2 1           r r n A X X X X X  

 1 2 1           r r   nAX AX AX AX AX  

0 1 0 2 0 1,
1 1

           
n n

r r j j nj
j j

c c
 

 
  
 

     jX X X X X  

 

0 1,1 ,1

0 1, ,
1 2 1

1, 1 , 1

1, ,

           

r n

r r n r
r r n

r r n r

r n n n

c c

c c

c c

c c






  



 
 
 
 

  
 
 
 
  


  


 


  






X X X X X



 

令   1 2 1           r r n  P X X X X X  

由于 1 2, , , nX X X



线性无关，所以 可逆，上式可写成 P

0 1,1 ,1

0 1, ,

1, 1 , 1

1, ,

r n

r r n r

r r n r

r n n n

c c

c c

c c

c c





  



 
 
 
 

  
 
 
 
  


  




  





AP P

0 1,1 ,1

0 1, ,

1, 1 , 1

1, ,

r n

r r n r

r r n r

r n n n

c c

c c

c c

c c




 

1 1 

  



 
 
 
 

  
 
 
 
  


   




  





A P P PBP  

由于 
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1 1 1

1

  



      

   

   

 

1E A E PBP PP PBP P E B P

PP E B E B
 

所以方阵 ,A B 的特征多项式相同，因此有相同的特征值，而显然 0 至少为方阵 B 的 重特

征值，所以命题成立。 

r

 

由结论（3）可知：设 1 2, , , m    是方阵 A 的不同特征值， 
1 2
, , ,

m
V V V    分别为

1 2, , , m    特征子空间，则这m 个子空间的和是直和，即有 

 
1 2

1

dim dim
m i

m

i

V V V V


        

 

习题 6.1 

1. 设 A 是n 阶实对称矩阵，P 是 n 阶可逆矩阵，已知n 维列向量 是 A 的属于特征值

的特征向量，则矩阵
1 T)(P AP 属于特征值的特征向量是（   ）. 

（A）
1P         （B）

TP         （C） P         （D）
1 T( ) P  

2. 设 1 2,  是三阶矩阵 A 的两个不同的特征值， 1 2,  是 A 的属于 1 的线性无关的特征

向量， 3 是 A 的属于 2 的特征向量，则  2 ,1 3 3 1 3,       A 线性相关的

充要条件是 

（A） 1 0

A A

  或 1 2 1     （B） 2 0  或 1 2 1       

（C） 1 0  或 1 2 1     （D） 2 0  或 1 2 1    

3. n 阶方阵 A 的 n 个特征值中恰有 1 个为 0，则  r A 为（   ） 

(A)   n          (B) 1n      (C)   1     (D)  0. 

4. 计算下列矩阵的特征值与特征向量。 

（1）   （2）

2 1 1

0 2 0

4 1 3

 
 

  

2 1 2

5 3 3

1 0 2

 
  
   

  （3）

1 2 3

2 1 3

3 3 6

 
 
 
  

 

5. 已知 A 为三阶方阵，且
1 1

,, ,
2 2

  E A E A E A都不可逆，求 | |A 。 

6. 设四阶方阵 A 满足
T3 0, 2 , 0A ，求

*  E A AA E A 的一个特征值。 
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7. 设矩阵 可逆，向量

2 1 1

1 2 1

1 1 a

 
  
  

A

1

1

b
 
   
  

是矩阵
*A 的一个特征向量，是 对应的

特征值，其中
*A 是 A 的伴随矩阵，试求 ,a b 和 的值. 

8. 设矩阵 

1

5 3

1 0

a c

b

c a

 
  
   

A ， 1 A ，又 A 的伴随矩阵
*A 有一个特征值 0 ，属于

0 的特征向量为  T1, 1,1 ，求 0, , ,a b c    的值。 

9. ,A B 为四阶方阵， 2 AB B O ，   2r B ， 2 0  E A E A 。（1）求矩阵 A

的特征值；（2）求 3A E 。 

10. 已知 3 阶矩阵 A 满足 2      A E A E A E ， 

（1）当 0  时，求行列式 3A E ； 

（2）当 2  时，求行列式 3A E 。 

11. 已知 1 2 3, ,A A A 是三阶非零矩阵，并且   2 1, 2,3 ,i i i ji i j  A A A A O  ，则

1, 2,3 的特征值为 0 与 1.  i iA

12. 设 ,A B 为 n 阶方阵，满足  AB A B ,证明： 

（1）证明 ,A B 的特征值不为 1； 

（2）设 , n1 2, ,   为 A 的特征值，求 B 的特征值。 

13. 设向量    T

1 2 1 2, , , , , , ,na a a b b b   T

n 都是非零向量,且满足条件
T 0   。

记 n 阶矩阵
TA ，求： 

(1) 
2A ;                (2) 矩阵 A 的特征值和特征向量. 

14. 设 n 阶 方 阵 ija   ， 若A =
1

1, 1, 2, ,
n

ij
j

a i n  ， 则


  A 的 所 有 特 征 值

n 的模小于 1，即 1, 2, ,i i   1i  。 

15. 设 ,A B 为 n 阶方阵，满足  AB A B ,证明： 
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（1）证明 ,A B 的特征值不为 1； 

（2）设 , n1 2, ,   为 A 的特征值，求 B 的特征值。 

16. 已知 A 是反对称矩阵，证明：
2E A 可逆。 

 

§6.2   矩阵相似对角化 

定义 6.4   相似矩阵 

对于 n 阶方阵 A 和 ，若有可逆矩阵B P ，使得 
1 P AP B  

则称 A 与 相似，或B A 相似于 ，记做B A B ，可逆矩阵 P 称为相似变换矩阵。 

 

矩阵相似显然满足下述三条性质: 

（1） 反身性： ~A A ； 

（2） 对称性：若 A B ，则 ~B A ； 

（3） 传递性：若 A B ， ~B C ，则 ~A C 。 

因此矩阵相似也是一种等价关系。 

 

定理 6.5    设 阶方阵n A 与 相似，则有以下结论： B

(1)  r   rA B ； 

(2) A 与 的特征多项式相同，进而特征值相同； B
1 1 1 1

1

   



      

   

   

 

E A E PBP PP P P E B P

PP E B E B

PB
 

(3) A B ； 

(4)    tr trA B ； 

(5) 若   1 0
k

kf x a x a x a    为 x 的多项式，则  f A 与  f B 相似。 

 

相似矩阵的一种特殊情形就是相似于对角矩阵，即：对于方阵 A ，能否找到可逆矩阵 P ，

使得 

1

1

n

2 

 
 
  
 
 
 







P AP


 

这也是我们在这一章将要重点研究的问题。 
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定义 6.5  相似对角化 

如果 n 阶方 A 与对角矩阵相似，则称 A 相似于对角矩阵，或称 A 可（相似）对角化。 

 

该问题的讨论可如下进行：先假定方阵 A 可相似对角化，我们分析矩阵 、对角矩阵P 
需要满足哪些性质，再据此展开进一步的讨论。 

若 A 可相似对角化，则存在可逆矩阵 P 与对角矩阵  ，使得
1  P AP 。将

1  P AP 改写成 

 AP P  (6.12) 

将可逆矩阵 按列分块得 P

 1 2     n P P P P  

则(6.12)式变为 

   
1

2
1 2 1 2            n n

n

 
 
 
 
 
 

 







A P P P P P P  

   1 2 1 1 2 2            n n    nAP AP AP P P P  

这说明：矩阵 , ,A P 需满足 

 ,            1, 2, ,i i i i n AP P   (6.13) 

由于 可逆，其列向量组线性无关，所以P 0i P ，故 i 是 A 的特征值， iP 为 A 的对应于 i

的特征值。因此，若 A 可相似对角化，则 A 有n 个线性无关的特征向量 1 2 , n, ,P P P 。反之，

若 A 有 个线性无关的特征向量n 1 2, , , nP P P ，因此有 

,            1, 2, ,AP P  i i i i n  

得到 

   1 2 1 1 2 2            n n    nAP AP AP P P P  

即得 

   
1

2
1 2 1 2            n n

n

 
 
 
 
 
 

 







A P P P P P P  

令  1 2      n P P P P ，  1 2, , , ndiag     ，因此有 AP P 。由于 1 2, , , nP P P 线
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性无关，因此方阵 P 可逆，因此有
1  P AP ，故 A 相似于对角矩阵 。 

■ 

 

根据上述分析，若 A 可对角化，则存在可逆矩阵 P 、对角矩阵 ，使得
1  P AP ， 

其中对角矩阵  1 2, ,diag  , n    主对角线上的元素 1 2, , , n   为 A 的特征值，

 1 2    P P P    inP ，P 为 A 的对应于 i 的特征值。即：如果方阵 A 相似于对角矩阵 ，

则对角矩阵 的对角线上的元素为方阵的 n 个特征值， 的第 个列向量为方阵



 P i A 的对应

于特征值 i 的特征向量。 

 

从如上分析得到如下定理： 

 

定理 6.5   n 阶方阵 A 相似于对角矩阵的充要条件是 A 有 个线性无关的特征向量。 n
 

推论 6.2   若n 阶方阵 A 有 个互不相同的特征值，则n A 必相似于对角矩阵。 

 

推论 6.3  n 阶方阵 A 相似于对角矩阵的充要条件是，所有特征值的代数重数等于几何重

数。 

 

推论 6.4   阶方阵n A 相似于对角矩阵⇔对于 A 的代数重数为 的特征值it i ，有

。    E Ar ni i t

 

由推论 6.3 可知，例 6.5 中的矩阵 A 不能相似于对角矩阵，而矩阵 B 则相似于对角矩

阵，且可令  
1

4, 4, 4 ,

1

P
1 4

2 1 0

1 0

  
     
  

diag ，则
1P P   。 

 

例 6.5  设 ，求
2 1

1 2

 
  
 

A


nA 。 

解：如果 A 可对角化，即存在可逆矩阵 P 、对角矩阵 ，使得
1 A P P ，根据第二章

的结论可知
1n n A P

n

P 。 

由于对角矩阵 的 次幂容易计算，因此 nA 容易计算。 

首先看 A 是否可对角化。 
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由  
2 1

1 3
1 2


    







E A   ，故 A 的特征值为 1 21, 3   ，二阶方阵 A

有两个不同的特征值，故 A 可对角化。 1 1  时， 1

1 1

0 0

1 1
~

1 1

r    
     

   
 E A ，故一

个特征向量为 T1,1 ； 2 3  时， 2

1 1
~

1 1

r 1 1

0 0

   
     

   
 E A ，故一个特征向量为 T1, 1 。

因此可令 

1 1 1
,

1 1 3
           P 

  
     




 

有
1 A P P 。故 

1

1 1 1 1 1 1 1 3 1 31

1 1 3 1 1 2 1 3 1 3

n n n
n n

n n




        
                   

A P P  

 

例 6.6  设三阶方阵 A 的特征值为 1 2 31, 2, 3    

1

1

3

，对应的特征向量分别为

又设1 2

1 1

1 , 2 , 3

1 4

 
    
          
        

3





1

9


 
   
  

 。 

(1)将 用 1 2, , 3   线性表出； 

(2)求
nA ( 为正整数)。 n

解（1）首先将 用 1 2, , 3   线性表出，即求解以 

 1 2 3

1 1 1 1

1 2 3 1

1 4 9 3

   
 
   
  

 

为增广矩阵的线性方程组，用初等行变换将之化为行最简形矩阵 

1 0 0 2

0 1 0 2

0 0 1 1

 
   
  

 

故它的解为 T2, 2,1 ，因此有 1 22 2 3      ； 

（2）为求
nA ，我们可先求 An

。由于三阶方阵 A 有 3 个互不相同的特征值
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1 2 31, 2, 3     ，因此 A 可相似对角化，且根据上述理论有 

 

1
1 1 1 0 1 0

2 1 2 3 0 0 1

3 1 4 9 6 11 6


  
    
     

1 1 1 1

1 2 3

1 4 9

A =

  
  
  
    











因此 

1 1

1
2

2 1
1 1

2 2

1 1 1 1

1 2 3

1 4 9

3 3 2 3

3 3 2 3

3 3 2 3

A =

3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3

1 4 9 1 4 9 3 1 4 9

5 3 1 3
2

2 2 2 2

5 3 1 3
2

2 2 2 2

3

2

2

 




 
 

         
                  
                  

   

   



n

n

n n
n n

n n
n n 

 

 
 
 
  

  

   

  

n

n n

n n

n n





n

3 2
4 25 3 1 3

2 2
2 2 2 2

 
 

 
 
 
 
 
 
      

n n
n n

 

容易求得 

       

1

2 1

3 2

1 2 2 3

1 2 2 3

3 2 2 3

A A



 

 

   
       
       

n n

n n n n

n n

 

我们也可以如此求
nA ： 

 1 22 2A A 3     n n

1 2

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1

2 1

3 2

2 2

2 2

2 2 2 3

2 2 3

2 2 3

2 2 3

A A A

 

3  

     

  


 

 

  

   

   

  
    
   

n n n

n n n

n n

n n

n n

n n

 

 

例 6.7  A 有三个线性无关的特征向量，求 ,x y 满足的条件。 

0 0 1

1

1 0 0

x y

 
   
  

A  

解：先求 A 的特征值 
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 

      22

0 1
1

1 1
1

1 0

1 1 1 1

x y




      




     




  




   

E A
 

A 的特征值为 1 2 31, 1      ，A 有三个线性无关的特征向量⇔二重特征值 1 有两个线

性无关的特征向量⇔ 

 1 3 2 r 1   E A  

1 0 1

0

1 0 1

x y

 
     
  

E A  

  1r  E A 0x y    

例 6.8 解微分方程组 

 

 

 

1
1 2

2
1 2

3
1 2

2 2

2 2

2 2


  




  



3

3

3  


dx t
x x x

dt
dx t

x x x
dt

dx t
x x x

dt

 

解 记         T

1 2 3

1 2 2

, , 2 1

2 2 1

X X,  A 2=

 
      
  

t x t x t x t ，规定 

        T

1 2 3, ,
dX  

  
 

t dx t dx t dx t

dt dt dt dt
 

则题目中所给微分方程组可表示为 

 dX
AX

t

dt
 

通过计算可知，方阵 A 可相似于对角矩阵，存在对角矩阵

5

1

1


 
   
  

与可逆矩阵

，使得

1 1 1

1 1 0

1 0 1

P

  
   
  

1A P P  。  
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因此
  1dX

P P X 
t

dt
，

 1 dX 1P P X 
t

dt


，由于
1P 
的每个元素均为常数，与 t 无

关，故
    1

1
d P XdX

P


 
tt

dt dt
，令    1Y = P Xt t ，则得到 

  1

2

3

5

1

1

dY
Y =

   
       
      

y
t

y
dt

y

 

也就是 

 

 

 

1
1

2
2

3
3

5






 



 


dy t
y

dt
dy t

y
dt

dy t
y

dt

 

这是三个相互独立的微分方程，由微分方程基本理论可求得 

5
1 1

2 2

3 3





 



 

t

t

t

y C e

y C e

y C e

 

由 得到    1Y = P Xt t

   

5 5
1 1 2 3

5
2 1 2

5
3 1 3

1 1 1

1 1 0

1 0 1

X = PY

 

 

 

       
          
          

t t t

t t

t t

C e C e C e C e

t t C e C e C e

C e C e C e

t

t

t

。 

 

习题 6.2 

1. 设

2 2

5

1 1 1

a

b

 
   
   

A 3 有特征值 1   ，问 A 是否能相似对角化，试说明之。 

2. 设矩阵 1 ，求可逆矩阵

1 1

1

1 1

a

a

a

 
  
  

A P ，使
1P AP 为对角矩阵，并计算行列式

A E 的值。 

3. 设 3 阶方阵 A 的特征值为 1 2 32, 2, 1      ，对应的特征向量依次为

     T T
0,1,1 , 1,1,1 ,P P

T
，求1 2  3 1,1,0P A 。 



  第六章  相似矩阵                              - 278 - 

4. 某试验生产线每年一月份进行熟练工与匪熟练工的人数统计，然后将 1/4 的熟练工支援

其他生产部门，其缺额由招收新的非熟练工补齐。新、老非熟练工经过培训及实践至年

终考核有 5/6 成为熟练工。设第 n 年一月份统计的熟练工和非熟练工所占百分比分别为

nx 和 ny ，记成向量  。（1）求 与  的关系式，并写成矩阵形式：

1n
；（2）求

n









n

n

y

x









n

n

y

x













1

1

n

n

y

x

1n n

x x

y y




   
   
   

n  A
n

x

y

 

 

。 

5. 求下列矩阵的 k 次幂。（1）

1 1 1

2 2 2

1 1 1

 
   
   

A （2）

2 1 2

5 3 3

1 1 1

 
   
   

B 。 

6. 试确定 ,x y ，使得 与

1 2 4

2 2

4 2 1

x

  
   
   

5

4

y

 
 
 
  

相似。 

7. 设矩阵

1 1 1

4

3 3 5

x y

 
  
   

A ，已知 A 有三个线性无关的特征向量， 2  是 A 的二重特

征值，求可逆矩阵 P ，使得
1P AP 为对角阵。 

8. 设矩阵 的特征方称有一个二重根，求a 的值，并讨论

1 2 3

1 4 3

1 5a

 
   
  

A A 是否可相似

于对角阵。 

9. 设n 阶方阵 A 满足
2 5 6  A A E O ，试证明矩阵 A 和对角矩阵相似。 

10. 设 ,A B 都是 n 阶方阵，A 有 n 个不同的特征值。证明：  AB BA A的特征向量也

是 B 的特征向量。 

11. 设 0 1 1, , , na a a   ， ij n n
b


  ，其中 

,n  

（1）若

  B

2,3, ,j j 
1,   

1,          

0,         

j

ij

a i n

b i

 
 

 其余

1,

为 B 的特征值，证明
T2 1, , n1, ,   为 B 的特征向量。 

（ 2 ） 若

 

B 有 n 个 不 同 的 特 征 值 n1 2, , ,   ， 求 一 可 逆 矩 阵 P ， 使 得

 1
1 2diag P AP , , , n   。 
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12. 设 A 为n 阶上三角矩阵，（1）若  , , 1, 2, ,ii jja a i j i j n    ，则 A 可相似对角化；

（2）若 且至少有一个11 22 nna a a    ，则
0 0 0 00i ja i j  A 不可相似对角化。 

13. 设 ,  为
n 中两个非零的正交向量，证明：矩阵

TA 的特征值全为零，且 A 不

可对角化。 

14. 设 为
n 中的非零向量，证明：矩阵

TA 可对角化，并求可逆矩阵 P 与对角矩

阵 ，使得
1 A P P 。 

15. 设 A 是 n 阶 矩 阵 ， 1 2, , , n   是 n 维 列 向 量 。 若 0n  ， 且

01 2 2 3, , , 1 ,n n n  

, ,

    A A

1 2

 A A  ，证明： 

（1） , n   线性无关； 

（2） A 不能相似于对角矩阵。 
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第七章 二次型 

§7.1  二次型及其矩阵表示 

定义 7.1   n 元二次型 

        称 个实变量n 1 2, , , nx x  x



n

的二次齐次多项式 

  (7.1) 

2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

1 1

( , , , )

 

   

   

    



                          

                          

                          

 




n n

n n

n n n n nn n

n n

ij i j
i j

f x x x a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

a x x

为 元实二次型，简称 元二次型。（注意：n n (7.1)中，并无 ij jia a 的要求。） 

上述二次型还可以写成 

2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

1 1

( , , , )

                          

                          

                          

n n

n n

n n n n nn n

n n

ij i j
i j

f x x x a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

a x x
 

   

   

    



 


 

n

n

 

2
11 1 12 21 1 2 13 31 1 3 1 1 1

2
22 2 23 32 2 3 24 42 2 4 2 2 2

2
1, 1 1 1, , 1 1

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

            

            

            

            

n n n

n n

n n n n n n n n n

nn n

a x a a x x a a x x a a x x

a x a a x x a a x x a a x x

a x a a x x

a x

     

       

       


  






  

 

例 7.1     以下都是二次型 

2 2 2
1 1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , ) 3 2 4f x x x x x x x x x x     ， 

2 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2f x x x x x x x x x   ， 

2 2 2
3 1 2 3 1 2 3( , , ) 3 5f x x x x x x   。 

 

二次型的矩阵表示： 
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二次型可用矩阵乘法来表示，从而可将二次型与矩阵联系起来。令 

 T1 2, , , nx x x X ，  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


A  

则 

2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

1 1

( , , , )

                          

                          

                          

n n

n n

n n n n nn n

n n

ij i j
i j

f x x x a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

a x x
 

   

   

    



 


 

n

 

 
 

 

 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2
1 2

1 1 2 2

      

   

   



   

   
    
 
    















n n

n n

n n n nn n

n n

n n
n

n n nn

x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x
x x x

a x a x a xn

 

 

111 12 1

21 22 2 2
1 2

1 2

T

      

n

n
n

n n nn n

xa a a

a a a x
x x x

a a a x

  
  
  
  
  

   






   



X AX

 

由于 可合并为  ，如果令 ij i j ji j ia x x a x x ij ji i ja a x x

 

2

ii

ij ij ji

a i

  b a a
i j

j
 



,               

,      
 (7.2) 

则矩阵 满足 ，因此ij n n
 b  


   B ij jib b TB B 为对称矩阵。 

   

111 12 1

21 22 2 2
1 2 1 2

1 2

T

 , , , , , ,
 

                          

n

n
n n

n n nn n

xa a a

a a a x
 f x x x x x x

a a a x

  
  
  
  
  

   





 
   



X AX
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 

111 12 1

21 22 2 2
1 2

1 2

T

      

n

n
n

n n nn n

xb b b

b b b x
x x x

b b b x

  
  
  
  
  

   






   



X BX

 

称对称矩阵 B 为二次型(7.1)所对应的矩阵,或二次型(7.1)的矩阵。 

从而，二次型与对称矩阵建立了联系，因此能用矩阵理论研究二次型问题。 

从上述讨论可知如何求二次型所对应的实对称矩阵？实际上根据(7.2)即可，即 

2                   

   
i

ij
i j

x i j
b

x x i



j

 


系数,

系数的一半,
 

显然，二次型的矩阵是唯一的。以后在将二次型表示为
TX AX 的形式时，其中 A 为实对称

矩阵。 

 

例 7.1 中的三个二次型所对应的矩阵分别为 

2 2 2( , , ) 3 2 41 1 2 3 1 2 3 1 2 2 3f x x x x x x x x x x     的矩阵为 1

3 1 0

1 2 2

0 2 1

 
   
   

A ； 

2 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2f x x x x x x x x x   的矩阵为 2

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 
   
  

A ； 

2 2 2( , , ) 3 53 1 2 3 1 2 3f x x x x x x   的矩阵为 3

1 0 0

0 3 0

0 0 5

 
   
  

A 。 

在这三个二次型中， 3f 最简单，因为它只含有单个变量的平方项，而不含有不同变量的乘

积(交叉乘积)。 

 

定义 7.2  二次型的秩 

 二次型矩阵的秩称为二次型的秩。 

 

习题 7.1 

1. 给出下述各二次型的矩阵，并求其秩。 

a)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 5 5 3 2 6 6f x x x x x x x x x x x x      ； 

b)       2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1, ,
2

f x x x x x x x x x       

c) j
2

1 1

3 2
n

i i
i i j n

f x x
   

   x ； 
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d) 设 A 为n 阶实对称矩阵，  r nA ，  1 2
1 1

, , ,
n n

ij
n i j

i j

A
f x x x

A 

 x x 。 

 

§7.2  二次型的标准形 

定义 7.2    二次型的标准形，规范形 

如果二次型 

  T
1 2

1 1

, , ,
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x
 

  X AX  

经过非退化线性变换 X PY ，变成平方和 

T T 2 2 2
1 1 2 2 n nd y d y d y   Y P APY  

称之为   T
1 2

1 1

, , ,
n n

n
i j

ij i jf x x x a x x
 

  X AX

 1 2, , , n

的标准形或法式；而经过非退化线性变换

将 f x x x 化为 

2 2 2 2 2
1 2 1p p pz z z z z q        ， p q n   

称之为二次型  1 2, , , n f x x x 的规范形。 

身为标准形、规范形的二次型的矩阵分别为 

1

2 

n

d

d
 

d

 
 
 
 
 
 


 

1

1

1

1

0

0

 
 
 
 
  
 
 

 
 
 
 
 
 







 

关于二次型，本章只讲两个问题。第一个问题：能否将一个二次型“化为”标准形？如

果能，又如何做到这一点？准确地说，对于二次型错误！未找到引用源。，是否存在可逆的

线性变换 
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1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

     

n n

n n

n n n nn n

x p y p y p y

x p y p y p y

x p y p y p y

   
    


    







 

即 X PY ，其中 

1 1

2 2,         
  

X Y

   
   
    
   
   
   

 

n n

x y

x y

x y

， 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

p p p

p p p

p p p

 
 
 
 
 
 




  


P  

其中 为可逆矩阵，使得 P

  T
1 2, , , nf x x x  X AX  

   T
          X PY PY A PY  T T T T Y P APY Y P AP Y  

为标准形？ 

由于标准形二次型的矩阵为对角矩阵，并且二次型   T
1 2, , , nf x x x  X AX 的矩阵

A 为实对称矩阵，因此这个问题可用矩阵描述为：对于一个实对称矩阵 n nA ，是否存在一

个可逆矩阵 ，使得 ij n n
p


   P

 

1
T

n

d

d

 
   
  

P AP  (7.3) 

为对角矩阵。 

 

定义 7.3     矩阵的合同 

设 ,A B 为 n 阶方阵，若存在 阶可逆矩阵 ，使得 n P

 
T P AP B  (7.4) 

则称 A 合同于 ，记做B ~  A B。 

矩阵的合同也有下面三个性质(可与矩阵相似、向量组的等价相比较) 

(1) 自反性： ~  A A； 

(2) 对称性：若 ~  A B，则 ~  B A； 

(3) 传递性：若 ~  A B， ~  B C ，则 ~ A C 。 
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有了矩阵合同的概念，二次型的标准化问题可叙述为：对一个实对称矩阵 A ，求一个可

逆矩阵 ，使得P A 合同于一个对角矩阵，即 

1
T

n

d

d

 
   
  

P AP  

 

定理 7.1 (标准形的存在性定理)   任何一个实对称矩阵 A 都合同于对角矩阵，即存在可逆

矩阵 ，使得 P

1
TP AP

 
   
  



n

d

d

 

因此，任何一个二次型都可用可逆线性变换 X PY 化为标准型： 

 
T

1 2

T T 2 2
1 1 2 2

( , , , )n

n n

f x x x

d y d y d y



          





X AX

X PY Y P AP Y = 2 
 

证明  

 

有三种方法将二次型化为标准形： 

(1)拉格朗日(Lagrange)配方法 

(2)初等变换合同法 

(3)正交变换法 

例 7.2   用拉格朗日(Lagrange)配方法将二次型化为标准形 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 5 2 2 6f x x x x x x x x x x x x     

 2 2 2
1 1 2 1 3 2 3 2 32 2 2 5 6 x x x x x x x x x     

  22 2 2 2
1 2 3 2 3 2 3 2 32 2 5 6 

2
32x x x x x x x x x        

 22 2 2
1 2 3 2 3 2 34 4

x x

 x x x x x x x       

 22 2
1 2 3 2 2 3 3( 4 4 2 )x x x x x x x       

 2 2
1 2 3 2 3( 2 )x x x x x      

若令 

1 1 2

2 2 32

y x x x

y x x

  
  

3
 

则 

2 2
1 2 3 1 2( , , )f x x x y y   

由于我们要找一个可逆线性变换，该线性变换的矩阵必须是可逆矩阵，因此该矩阵首先
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必须是方阵，因此还需要加上一个做变换的式子： 

1 1 2

2 2 3

3 3

2

y x x x

y x x

y x

3  
  
 

 

显然，该线性变换的矩阵为 

1 1 1

1 2

1

 
   
  

P  

为可逆矩阵。所用的线性变换为 

Y PX ， 亦即
1X P Y  

注意：构成可逆变换的第三个式子 3 3y x  (即前一矩阵的第三行)的取法是不唯一的，可随

意取值，只要所得的矩阵 可逆即可。 P
 

如果二次型不含平方项，则首先“构造”出平方项。 

 

例 7.3   用配方法将二次型化为标准形 

1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4f x x x x x x x x x    

解：首先令 

1 1

2 1

2

2

x y y

x y y

 
  

 

则有 

1 2 1 2 1 2 3 1 2

2 2
1 2 1 3 2 3 1 3 2 3

2 2
1 2 1 3 2 3

( )( ) 4( ) (

4 4

5 3

3)f y y y y y y x y y x

y y y x y x y x y x

y y y x y x

      

     

   

 

这里含有两种变量 ,x y ，为方便表示起见，令 3 3x y ，因而相当于做可逆线性变换 

1 1

2 1

3 3

2

2

x y y

x y y

x y

 
  
 

 即

1 1

2 2

3 3

1 1 0

1 1 0

0 0 1

    
     
    
        

x y

x y

x y

 

二次型化为 

2 2
1 2 1 3 25 3 3f y y y y y y     

此时已经出现平方项，可以运用例 7.2 中的方法配方， 

2 2
1 2 1 3 2( 5 ) 3 3f y y y y y y     
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2
2 2

1 3 3 2 2

5 25
3

2 4 3y y y y y      
 

y  

2
2 2

1 3 2 2 3 3

5 9
3

2 4
2
3

16

4
y y y y y y           

   
y  

2 2
2

1 3 2 3

5 3
4

2 2 3y y y y          
   

y  

因此所用的线性变换为 

1 1 3

2 2

3 3

5

2
3

2

z y y

z y y

z y

  

  





3  

其逆变换为 

1 1 3

2 2

3 3

5

2
3

2 3

y z z

y z z

y z

  

  





 

二次型的一个标准形为 

2 2
1 2 4 2

3f z z z    

由 1 2 3, ,x x x 到 的变换矩阵为： 1 2 3, ,z z z

1 1 1

2

3






2 2

3 3

5
1 0

21 1 0 1 1 0
3

1 1 0 1 1 0 0 1
2

0 0 1 0 0 1 0 0 1

  
         
                     
                

 
  

x y z

x y z

x y z

1

2

3

5
1 1

2
3

1 1
2

0 0 1

  
  
      
    

 
  

z

z

z

 

 

初等变换合同法 

将二次型
Tf  X AX 化为标准型，相当于找一个可逆矩阵 P ，使得 

T P AP  

为对角矩阵。因为 可逆，因此 可表示为一序列初等矩阵得乘积：P P 1 2 m P P P P ，其
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中 为初等矩阵，因此有  1, 2, ,i i  P m

T T T
2 1 1 2m m  P P P AP P P  

注意到行初等矩阵、列初等矩阵有如下关系： 

T
ij ij ij R C C

 

     
T

i k i k i k R C C
 

        
T

, ,i j k j i k i j k
R = C = C

,  

先考虑 ，根据
T

1 1P AP 1P 为三种不同的列初等矩阵，考虑其意义： 

1. 若 1 ijP C ，则  ， ij
T T

1 1 ij ij ij ij P AP C AC R AC AC 相当于互换 A 的第 ,i j 列，

而  ij ij 相当于互换 ijR AC AC 的第 ,i j 行； 

2. 若  1 i kP C ，则         T T
1 1 i k i k i k i k P AP C AC R AC ，  i kAC 相当于将 A 的第 i 列

乘以常数 k ，而 相当于  i k    i k i kR AC AC 的第 i 行乘以常数 k ； 

3. 若    ，1 i, j k
P C              T T

1 1 i, j k i, j k i, j k i, j k
 P AP C AC R AC ，   i, j k

AC 相当

于将 A 第 j 列的 k 倍加到第 i 列，       i, j k i, j k
R AC 相当于将   i, j k

AC 的第 j 行的

k 倍加到第 i 行； 

因此，无论 1P 是哪种类型的列初等矩阵， 都相当于对
T

1P AP1 A 做了一个初等列变换，然后

做“相应”的初等行变换，而
T T T

2 1 1 2m m  P AP P P P P 相当于对 A 做一序列的初等列

变换和相应的初等行变换(显然做这两种变换的次序可交换。Why？)，这些初等变换把 A 化

为对角形，由 1 2 mP EP P P 可知，这些初等列变换把单位矩阵化为矩阵 。由以上分析

就得到初等变换合同法： 

P

T T T
2 1 1 2

1 2

..... .....

   
   
   
      


 m m

mP P PE

A

P P P AP P P

E P

 

即：对矩阵 .....

 
 
 
  

A

E

做初等列变换，同时对 A 做相应的行变换，目标是用这些初等变换将 A 化

为对角矩阵，则在该过程中我们在单位矩阵 E 的位置得到可逆矩阵 。下面我们用上述方

法将二次型标准化。 

P
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例 7.4  用初等变换合同法将下述二次型化为标准型 

（1）
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 5 2 2 6f x x x x x x x x x x x x      ； 

（2） 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4f x x x x x x x x x   。 

解：（1）该二次型的矩阵为 

1 1 1

1 2 3

1 3 5

 
 
 
  

 

用初等变换 

1 0 0

1 1 2

1 2 4

..............

1 1 1

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
   
  
 
 
  

1 0 0

1 1 2

1 2 4

..............

1 1 1

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
   
  
 
 
  

1 0 0

0 1 2

0 2 4

..............

1 1 1

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
   
  
 
 
  

1 0 0

0 1 0

0 2 0

..............

1 1 1

0 1 2

0 0 1

 
 
 
 
   
 
 

 
  

1 0 0

0 1 0

0 0 0

..............

1 1 1

0 1 2

0 0 1

 
 
 
 
   
 
 

 
  

 

因此，二次型的标准形为 

2 2
1 2f y y   

相应线性变换为 

1 1

2 2

3 3

1 1 1

0 1 2

0 0 1

    
         
        

x y

x y

x y

 

（2）该二次型的矩阵为 

1
0 2

2
1 1

0
2 2

1
2 0

2

 
 
 
 
 
 
 
  

 

用初等变换法标准化二次型 
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1
0 2

2
1 1

0
2 2

1
2 0

2
.................

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1
2

2 2
1 1

0
2 2
5 1

0
2 2
.................

1 0 0

1 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 5
1

2 2
1 1

0
2 2
5 1

0
2 2
.................

1 0 0

1 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 0 0

1 1 3

2 4 4
5 3 25

2 4 4
.................

1 5
1

2 2
1 5

1
2 2

0 0 1

 
 
  
 
 

  
 
 
 
  
 
 
 
 
  

1 0 0

1 3
0

4 4
3 25

0
4 4

.................

1 5
1

2 2
1 5

1
2 2

0 0 1

 
 
  
 
 

  
 
 
 
  
 
 
 
 
  

1 0 0

1
0 0

4
3

0 4
4

.................

1
1 1

2
1

1 4
2

0 0 1

 
 
 
 
 

  
 
 
 
  
 
 
 
 
  

1 0 0

1
0 0

4
0 0 4

.................

1
1 1

2
1

1 4
2

0 0 1

 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
 
 
  

 

 

注意：二次型
TX AX 的标准型中，系数非零的个数与所作的可逆线性变换无关，等于

矩阵 A的秩。但是标准型平方项前面的系数却与所作的可逆线性变换有关。 

 

习题 7.2 

1. 设矩阵 ，

2 1 1

1 2 1

1 1 2

  
    
   

A

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
   
  

B ，则 A 与 B （   ） 

（A）合同且相似   （B）合同，但不相似 

（C）不合同，但相似  （D）既不合同，也不相似 

2. 用配方法化二次型为标准形，并写出所作的可逆线性替换。 

a)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 5 2 2 8f x x x x x x x x x x x x       

b)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 4f x x x x x x x x x x x x       

c)  1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 4 2f x x x x x x x x x    
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d)   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x x x      x  

2. 用合同变换法将题 1 中的二次型化为标准形。 

 

§7.3  用正交变换化二次型为标准形 

定义 7.3    设C 为 阶实矩阵，如果 满足 n C

 
T T C C CC E  (7.5) 

则称C 为正交矩阵。 

 

定理 7.2   正交矩阵的性质 

1. 正交矩阵的行列式为 1或1； 

2. 若C 为正交矩阵，则C 可逆，且
1 T  也为正交矩阵； C C

3. 若 ,A B 均为正交矩阵，则 AB 也为正交矩阵； 

4. C 为正交矩阵的充要条件是C 的列(行)向量组是标准正交向量组。 

证明： 

1.  
T T C C CC E

T C C E  

2T T1   E C C C C C  

所以 1 C ； 

2. 由
T C C E ，根据定理 2.4 可知C 可逆，且

1 T  。而

 

C C

 T T  T TT T C CC C E  

所以
TC 也为正交矩阵。 

3. 若 ,  A B均为正交矩阵，则 

T T T T,           A A AA E B B B B E

 

 

因此 

    T T T TT T T    AB AB B A AB B A A

 T 

B B EB B B E   

类似可证  AB AB E   

故 AB 为正交矩阵。  
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4. 设C 的列分块为  1 2     nC C C C ，则 

   TT
1 2 1 2    n n  C C C C C C C C  

 

T
1

T
2

1 2

T

  
  

n

n

 
 
   
 
  




C

C
C C C

C

T T
1 1 1 2 1
T T
2 1 2 2 2

T T
1 2n n

T

T

T

1 0 0

0 1 0

0 0 1

n

n

n n

   
   
     
   
   
    




  


E




 


C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

 

故   
T 1,

0,i j

i j

i j


  

         

        
C C

因此 的列向量组为标准正交向量组。 C

当C 为正交矩阵时， 也为正交矩阵，故 的列向量组——也就是C 的行向量组为

正交向量组。 

TC TC

反之，如果矩阵C 的行(列)向量组为正交向量组，则 显然为正交矩阵。 C
                  ■ 

 

定义 7.4    正交变换 

设 为 阶正交矩阵，C n ,X Y 是欧氏空间 中的 维向量，则称线性变换
n n X CY 是

上的正交变换。 
n
 

显然正交变换是可逆线性变换。 

 

定理 7.3   正交变换的性质 

      设 X CY 是欧氏空间 上的线性变换，则下列命题等价： 
n

1. 线性变换 X CY 是正交变换； 

2. 在线性变换 X CY 下，向量的内积不变，即 1 1X CY ， 2 2X CY 时，

 1 2  1 2, ,X X Y Y ; 

3. 线性变换 X CY 把
n 中的标准正交基变成标准正交基； 

证明：1  2 
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     
 

 

TT
1 2 1 2 1 2

T T T T T T
1 2 1 2 1 2 1

1 2

,

,

 

   



X X X X CY CY

Y C CY Y C C Y Y EY Y Y

Y Y

2

2  3 

任取 中的标准正交基n 1 2, , , n   ，经过正交变换 X CY 得到 1 2, , , n   ，即 

1,2, ,i ni i C ,                          

由于正交变换保持内积不变，因此   
 

    1,
, ,

0,i j i j

i j

i j
   


   

         

        
 

所以 1 2, , , n   也是标准正交基。 

3 1 

假设线性变换 X CY 把 中的标准正交基
n  1 2, , , n   变为标准正交基

 1 2, , , n   ，其中 

1,2, ,i i i n  ,                        C  

即有 

   1 2 1 2n n     C   

令 

   1 2 1 2      n n      B A   

则方阵 ,A B 均为正交矩阵，因此
1C BA 也为正交矩阵，故 X CY 为正交变换。 

 

正交变换的例子（要求具有比较明显的几何意义） 

 由正交变换的性质 2 可知， 

     , ,CX CX X X 
即正交变换不改变向量的长度，进一步地有 

  
   1 2 1 2

1 2 1

, ,CX CX X X

CX CX X X


  2

 

因此正交变换也不改变任意向量之间的夹角。我们看一下 上的正交变换有何特点？设
2

X CY 是 上的正交变换，故
2 11 12

21 22

C
 

  
 

c c

c c
为二阶正交矩阵，其列向量组为标准正交
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向量组，即有 

   

2 2
11 21

2 2
12 22

11 12 21 22

1

1

0

 

 
 

c c

c c

c c c c

因此可设 

  11 21 12 22cos , sin , cos , sin        c c c c   

由 

   11 12 21 220 cos cos sin sin cos         c c c c   

因此 
2

  
  ，即

2
 

  。 

当
2

 
  时，

11 12

21 22

cos cos
cos sin2

sin cos
sin sin

2

C

                       
  

 
 
  

c c

c c
； 

当
2

 
  时，

11 12

21 22

cos cos
cos sin2

sin cos
sin sin

2

C

                      
  

 
 
  

c c

c c
。 

对于第一种情况。考虑向量  Tsin , cos   r r 在正交变换下的结果C 与 的关系。 

 
 

 
 

cos sin cos cos cos sin sin

sin cos sin sin cos cos sin

cos cos

sin sin

C
    

          
    

        





       
     

   
   

r
r

r

r
r

r


 

因此C 是向量 逆时针旋转角度 得到的向量。 

 

对于第二种情况。考虑向量  Tsin , cos   r r 在正交变换下的结果C 与 的关系。 

 
 

 
 

 
 

cos sin cos cos cos sin sin

sin cos sin sin cos cos sin

cos cos cos

sin sin sin

C
    

          
       

               





      
     

     
     

r
r

r

r r
r

r r


 

因此C 可这样得到：首先将 顺时针旋转 得到向量  ，C 是与  关于 x 轴对称的向

量。 

 

正交变换化二次型为标准形 
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假设正交变换 X CY 可将二次型
Tf  X AX 为标准形，则相当于

为对角矩阵，故

T 1C AC C AC

A 可相似对角化，矩阵 的列向量为C A 的特征向量，由于 为正交矩阵，

它的列向量组为正交向量组，因此此时

C
A 必有 个相互正交的特征向量。假设n A 的特征值

有 个线性无关的特征向量，我们可应用 Schmidt 正交化过程得到一个标准正交向量组，其

中每个向量都为对应于

k
的特征向量。关键是：不同特征值对应的特征向量是否正交？ 

 

定理 6.4   设 n nA 为实对称矩阵，则有 

(1) A 的特征值都是实数； 

(2) A 的属于不同特征值的特征向量必正交。 

证明(1)设为 A 的特征值，而 X 为对应于的特征向量，即 

 AX X  

对上式取共轭： 

 AX X  

   A X X  

T T      TX A X X X X X  

由于 A 为实对称矩阵，故 

T A A A  

因此 

   T TT T T

T

     







X A X X A X AX X X X

X X
 

T T X X X X  

由于 ，从而0X T 0X X ，所以  ，即为实数。 

(2)设 1 2,  为 A 的两个不同特征值，而 1, 2X X 为分别与之对应的特征向量，则 

1 1 1AX X  

2 2 2AX X  

因此有 

   
   

T TT T
1 1 2 1 1 2 1 2 1 2

T T T
1 2 1 2 1 2 2

T
2 1 2

  

  



 





TX X X X AX X X A

X AX X AX X X

X X

X

 

即   
T T

1 1 2 2 1 2 X X X X   
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由于 1 2   ，故 ，命题得证。  T
1 2 1 2,X X X X 0

 

还有一个问题：n 阶实对称矩阵是否有 n 个线性无关的特征向量？也就是说，对于代数重数

为 的特征值t  ，其几何重数是否也为 t ，即  是否有 个线性无关的特征向量，或者说

成立？ 

t

   E Ar n t

 

定理 7.5  对 阶实对称矩阵n A ，必存在正交矩阵 ，使 C

1
T 1

 
    
  




n

C AC C AC  

其中 1 2, , , n   为 A 的特征值，C 的 个列向量是n A 的对应于特征值的标准正交特征向

量。 

证明：对 做归纳法。 时结论显然成立。假设定理对n 1n  1n  时成立，下证明定理在 n 时

也成立。 

 设 1 是 A 的一个特征值， 1 1 1 AX X ，其中 1X 为单位向量，现将 1X 扩充为 的一

组标准正交基

n

1 2, , , nX X X ，于是 jAX 可由这组标准正交基 1 2, , n,X X X 线

n

性表示，从

而有 

   
1 12 1

22 2
1 2 1 2

2

0

0

n

n
n n

n n

b b

b b

b b

 
 
 
 
 
 




 
  





A X X X X X X  

设  1 2 n P X X X ，则 P 为正交矩阵。将等式右边的矩阵用分块矩阵表示，则有 

11

0
  

  
 

 b
P AP

B
 

由于
1  TP P ，故    T T1 T T 1 1   P AP P A P P AP ，因而

1P AP 为实对称矩阵，因

此上式中 ，0b B 为 阶实对称矩阵。根据归纳假设，存在1n  1n  阶正交矩阵 ，使得 1Q

 1
1 1 2 , , n
   Q BQ diag  

取 ，则
1

1 
  
 

0

0
S

Q
S 是正交矩阵。则有 
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 

 

11 1
1

1 1

1
1 21

1 1

1 10

0

, , , n

 




   



   

 


  
 

  
 

0 0

0 0

0

0





  

S P AP S
Q QB

diag
Q BQ


 

为对角矩阵。令 Q PS ，则 也是正交矩阵。故有Q  1
1 2, , , n

    Q AQ diag 。命题

得证。 

 

定理 7.6   （主轴定理）实二次型
TX AX 必可由正交变换 X CY 化为标准形，即 

  T
1 2, , , nf x x x  X AX 2 2

1 1 2 2          n n
2y y y     X PY  

 

结合上一章矩阵相似对角化的知识与本节的内容可知，正交变换化二次型为标准型的计算过

程为： 

1、由 0 E A ，计算 A 的特征值 1 2, , , n    ； 

2、对 i ，求解齐次线性方程组   0i   E A X ，得到该方程组的一个基础解系，也就得

到 A 的关于特征值 i 的线性无关的特征向量； 

3、对于单特征值，将其特征向量单位化；对  1t t  重特征值 i ，用 Schmidt 正交化方法

将其 t 个线性无关的特征向量正交化，然后单位化； 

 

例 7.5   用正交变换将二次型 

1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4( , , , ) 2 2 2 2 2 2f x x x x x x x x x x x x x x x x       

化为标准形。 

解：该二次型的矩阵为 

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

 
  
 
  

 

（1）先求该矩阵的特征值 

1 1 1

1 1 1
( )

1 1 1

1 1 1

f

 
 

  
 

 




 




E A
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1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 2
( 1) ( 1)

1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 0 0 1

 
 

 
 

 
 

   
 

  

2


2

1 2 2
1 2

( 1) 2 1 2 ( 1)
2 1

0 0 1




  




 


     




 2 2 3( 1) ( 1) 4 ( 1) ( 3)           

令   
3( ) ( 1) ( 3) 0f      

1 2 3 41 3                

得到特征值 

         

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

  
    
  
   

E A X

1 2 3

1 1

1 0

0 1

0 0

k k k

 

（2）求特征向量： 

对应于特征值 1 的特征向量，即求解齐次线性方程组 

1

1

1

1

0X  

得到它的通解为 

1

0

0

1

     
     
       
     
     
    

X

1 2 3

1 1

1 0
, ,

0 1

0 0

  



1

0

0

1

 

它的一个基础解系为 

     
     
      
     
     
     

 

用 Schmidt 正交化过程正交化、单位化： 

0
1

0 

X 1

1

1
1 2
1 11

202
00

 
                   
 

X

X
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 0 0
2 2 2 1 1

1

2
1

,
2

1

0

  

 
 
 
    
 
 
  

X X ，     
0 2
2

2

1
1

6
2

112
623

21
30

0




 
  
  
  
       
  
  
      

X  

   0 0 0 0
3 3 3 1 1 3 2 2

11
, ,

13

3

   

1 
 
    
 
 
 

X X X X ，  
0 3
3

3

1

12
1

12
1

12
3

12




 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  

X  

 

求关于特征值3 的特征值，即求解齐次线性方程组 

 

3 1 1 1

1 3 1 1
3

1 1 3 1

1 1 1 3

   
       
   
    

0E A X X  

求得一个解为  T1, 1, 1,1X    ，它就是对应于3 的特征向量，单位化得 

T
0
4

1 1 1 1
, , ,

2 2 2 2
X      

 

因此，有 

0 0 0 0
1 2 3 4

1 1 1 1

22 6 12
1 1 1

22 6 12

2 1 1
0

3 212
3 1

0 0
212



1

 
 
 
   
      

 
 
 
 
 

C X X X X  

所用的正交变换为 X CY ，所得的标准型为 

2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) 3          2f x x x x y y y y   X CY  
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习题 7.3 

1. 用正交变换将习题 7.2 中题 1 中的二次型化为标准形。 

2. 设 3 阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3,向量    T T

1 21, 2, 1 , 0, 1,1     

是线性方程组  0AX 的两个解, (1)求 A 的特征值与特征向量 ； (Ⅱ)求正交矩阵

Q 和对角矩阵 ,使得
T Q Q .（3）求 A 及  6A E 。 

3. 设  T1,1,2 是 的特征向量，求 ,a b的值，并求正交矩阵X

0 1 2

1 0

2

a

a b

 
  
  

A P ，使

得
1P AP 为对角阵。 

4. 已知三阶实对称矩阵 A 的特征值为1,1, 1 ，特征值 1 对应的线性无关的特征向量为

T
. 

（1）求

T ]1,0,1[,]0,1,1[ 

A ； 

（2）求出正交变换 X CY ，使得二次型
T

1 2 3( , , )f x x x  X AX 化为标准形. 

5. 已知三阶实对称矩阵 A 的三个特征值为1,1, 1 ，特征值－1 对应的的特征向量为

T]1,1,0[ ，求特征值 1 对应的特征向量和矩阵 A . 

6. 设 A 为三阶实对称矩阵，已知 12 A ，A 的三个特征值之和为 1。又

是齐次线性方程组    0的一个解向量， 

(1)求

1

0

2


 
   
  

* 4A E X

A ；(2)求  * 10  0A + E X  的通解；(3)求正交变换矩阵 Q ，化二次型

TX AX 为标准形. 

7. 设 n 阶实矩阵 A 有 n 个两两正交的特征向量 1 2, , , n   ，证明： A 是对称矩阵。 

8. 若 A 是n 阶实反对称矩阵，证明：（1）A 的特征值只能是 0 或纯虚数；（2） E A

是可逆矩阵；（3）  1    B E A E A 为正交矩阵。 

9. 设   T
1 2, , , nf x x x  X AX 为一 n 元实二次型， 1 2, , , n   为 A 的特征值，且

1 2 n     ，证明：
n X  ，均有

TT T 1 nX X X AX X X 。 

10. 设 A 是n 阶实对称矩阵， 1 2, , , n   是 A 的 n 个互异的特征值， 1X 是对应于 1 的
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单位特征向量。证明：
T

1 1 1A X X 的特征值为 20, , , n  。 

11. 设 ,A B 都是 n 阶实对称矩阵，且 AB BA。证明：存在一个n 阶正交矩阵Q ，使

得
TQ AQ 与

TQ BQ同时为对角矩阵。 

 

§7.4  二次型的正定性 

 元二次型 n

  2
1 2 11 1 1 1

21 2 2 2

2

1 1

, , ,

                          

                          

                          

n n

n n

n n

i j

f x x x a x a x x

a x a x x

a

 

  



   



 

 
11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

T

      

                          

n

n n n

a a x

a a x
x x x

a a x











  

12 1 2

2
1 22 2

1 1 2n n n n

ij i j

a x x

x a x

a x x a x x

a x x



  



 



1

2

n

n

nn

a

a

a

 
 
 
 
 
 







2

n

nn nx








   

X AX

 

是 个变量n 1 2, , , nx x  x 的二次齐次多项式；若每个实变量取一个值，则可由二次型可算得

一个实数，譬如三元二次型 

 1 2 3 1 2 2 3, , 3 42 2 2
2 3 12f x x x x x x  x x x x   

若令 

1 2 3 1x x x    

则   1,1,1 1f   

显然这时把二次型看作是多元函数。 

 

对于二次型 

 1 2, , , nf x x x   TX AX   

显然有   0,0, ,0 0f 

 

定义 7.5   正定二次型，负定二次型，半正定二次型，半负定二次型，不定二次型 
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如果二次型   T
1 2, , , nf x x x  X AX 满足 

  T
1 2, , , 0nf x x x  X AX >  ， 0X  

则称该二次型为正定二次型，而称正定二次型的矩阵 A 为正定矩阵； 

如果二次型   T
1 2, , , nf x x x  X AX 满足 

  T
1 2, , , 0nf x x x  X AX < ，  0X  

则称该二次型为负定二次型，而称负定二次型的矩阵 A 为负定矩阵； 

如果二次型   T
1 2, , , nf x x x  X AX 满足 

  T
1 2, , , 0X AX  nf x x x  

则称该二次型为半正定二次型，而称二次型的矩阵 A 为半正定矩阵； 

如果二次型 f 为半正定二次型，则称 f 为半负定二次型，称其矩阵为半负定矩阵。 

对于二次型   Tf X X AX ，如果同时存在 0 0,X Y ，使得 

   0 00 <f fX > , Y 0

2

 

则称该二次型是不定二次型。 

 容易验证，下列各个二次型的特性。 

2 2 2
1 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) 2 5f x x x x x x x x      正定 

2
2 1 2 3 1 3( , , ) 2 2f x x x x x       半正定 

2 2
3 1 2 3 1 2 3( , , ) 4 3 2f x x x x x x       不定 

 

以下我们讨论如何判断二次型的正定性。 

首先考虑最简单的情况，从二次型的标准形判断一个二次型是否正定。 

 

定理 7.7  二次型 

    2 2
1 2 1 1 2 2, , , n n

2
nf f x x x d x d x d x    X 

n

2
n

 

为正定二次型⇔ 成立。 0 1,2, ,    id i  

证明：必要性：若     2 2
1 2 1 1 2 2, , , n nf f x x x d x d x d x    X

0id 



n

正定，则由 ，

可知 ； 

0i e

 if e

充分性：由于 ，故当0 1,2, ,    id i   0X 时，至少有某个 0ix  ，所以 
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       2 2 2 2
1 2 1 1 2 2, , , 0n n nf f x x x d x d x d x d x      X i i 

因此 f 是正定二次型。 

 

二次型都可以化为标准形，那么我们能否通过二次型的标准形来判断其正定性呢？ 

 

 

上述定理说明：我们可将二次型化为标准形来判断它的正定性。但是二次型的标准形不

唯一，但是同一个二次型的所有标准型所含正的平方项的个数、负平方项的个数不会改变。

这就是惯性定理。 

 

定理 6.8(惯性定理)   实二次型 

  T
1 2, , , nf x x x  X AX  

经可逆线性变换化为标准形时，其标准形中正、负平方项的个数是唯一确定的，它们的和等

于矩阵 A 的秩。 

证明：设 f 经过可逆线性变换 X PY 化为标准形 

 
2 2 2

1 1 1 1k k k k k l k l
2f d y d y d y d y           (7.6) 

  0, 1, 2, , ,id i k l k l n       

设 f 经过可逆线性变换 X QZ 化为标准形 

 
2 2 2

1 1 1 1
2

s s s s s t s tf z z z z            

n

 (7.7) 

     0, 1, 2, , ,i i s t s t      

显然  k l s t r    A  。 

如果 k ，不妨设 ，由于s k s X PY ， X QZ ，故 之间有可逆线性变换 ,Y Z

        1Y P QZ

考虑以 为未知数的齐次线性方程组 1 2, , , nz z z

1

1

0

0

0

0

k

s

n

y

y

z

z






 
 








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由于 k ，故该方程组中方程的个数s n ，因此该方程组有非零解，设该非零解为 

 T1 2, , , ,0, ,0sz z z  Z  

由(4.2)得： ；由(4.1)得0f  0f  ，矛盾。显然 也不成立，因此必有 。 k s k s

 

推论：任何一个实二次型 1 2( , , , )nf x x x 经可逆线性变换化为规范形 

  2 2 2 2 2
1 2 1 2 1, , ,       n p p p qf x x x y y y y y        X PY 



 

时，该规范型是唯一的。 

 

定义 7.6   实二次型  1 2, , , nf x x x



 的标准形或规范形中正平方项的个数称为二次型

 1 2, , , nf x x x 的正惯性指数，负平方项的个数称为二次型  1 2, , , nf x x x  的负惯性指

数。正惯性指数与负惯性指数之差称为二次型  n1 2, , ,f x x  x 的符号差。 

 

定理 6.9    元实二次型正定⇔它的正惯性指数等于 。 n n
证明： 

  2 2
1 2 1 1 2 2, , ,      n n

2
nf x x x d y d y d y    X PY  

必要性：由于  1 2, , , n f x x x 正定，如果它的正惯性指数 n ，则 至少有一个

， 不 妨 设 ， 则 令

1 2, , , nd d d

0 1d 0 1Y e ， 0 X PY ， 则 

，这与   T T, nx Y P AP1 2 1, , 0x df x  Y   1 2, , , nf x x x 正定矛盾。 

充分性：如果  1 2, , , n f x x x 的正惯性指数为 ，则n 0 X ，取
1Y P X ，则  ，

所以 

0Y

  2 2 2
1 2 1 1 2 2, , , 0     n nf x x x d y d y d yn     X PY  

故  1 2, , , nf x x x 正定。 

 

定理 7.10   元实二次型 n

  T
1 2, , , nf x x x  X AX  

正定⇔ A 的全部特征值都是正数。 

证明：由于存在正交变换 X CY ，使得 

  2 2
1 2 1 1 2 2, , ,   n n

2
nf x x x y y y      X CY  
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其中 i 为 A 的特征值；由定理 10，该二次型正定的充要条件为它的正惯性指数为 n ，即

0, 1,2, ,   i i n    。 

 

定理 6.11  实对称矩阵 A 正定⇔存在可逆矩阵 ，使得 P
T P AP E  

 

推论：正定矩阵的行列式大于零。 

 

定义 7.7   设 ij n n
a


   A 为 阶实对称矩阵，则顺序取n A 的前 行、 列构成的矩阵 k k

11 12 1

21 22 2

1 2

       

       

                   

      

k

k
k

k k kk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


A ，  1,2, ,k n   

称为 A 的 阶顺序主子阵，它的行列式k Ak 称为 A 的 阶顺序主子式。 k

 

定理 7.12  实二次型 

  T
1 2

1 1

, , ,
n n

n i
i j

j i jf x x x a x x
 

  X AX  

正定⇔ A 的所有顺序主子式都大于 0。 

证明 先证明必要性。若   T
1 2, , , nf x x x  X AX

 0, ,0 1 2, , ,

正定，那么对于每个 ，

二 次 型 是 关 于

 1k k n 

1 2, , , ,kf x x x kx x 



x 的 正 定 二 次 型 ， 该 二 次 型

的矩阵即为 , , , ,0, ,0kx 1 2f x x A 的 阶顺序主子阵，由于正定矩阵的行列式大于零，

故

k

A 的 阶顺序主子阵的行列式，即k A 的 阶顺序主子式大于零。 k
充分性：用归纳法。当 时命题显然成立，假设命题在1n  1n  时成立，下证明命题在 n 时

成立。由于 A 的所有顺序主子式都大于 0，因此 A 的  n1k k 1   阶顺序主子式都大于

零，因此二次型  1, ,0nf x x 1 2, ,x  是关于变量 1 2, , 1, nx x x  的正定二次型，而其矩阵就

是 A 的 阶顺序主子阵1n  1nA 是正定矩阵，故 1nA 0 n，其逆矩阵
1
1


A 也是对称矩阵，并

且还是正定矩阵。根据分块矩阵的初等变换知 

1 1
1 1 1

T T T
1

~ ~
0

n n n

nn nn nn n
a a a

  
 1  

 
  




    
          

A E A E A

A
 

根据分块初等矩阵与分块初等变换的对应关系，有 
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1 1
11 1

TTT 1
1 1 10 0

nn n

nnnn n
aa


 

 
 




      
            

AE OE A A O

A
 

两边取行列式，得到 

1 1
11 1

TTT 1
1 1 1

nn n

nnnn n
aa

 
 





0 0

AE OE A A O

A


 

 

即 

T 1 1
1 1nn n na  
  A A A   

由于
1

1 0, 0n



  A A ，因此有
T 1

1 0nn na 
 A  。 

由于 1nA 是正定矩阵，故存在矩阵可逆矩阵 C ，使得 ，构造矩阵
T

1n C A C E

1
1

1
n

 

  
 

C A
P ，则 

T 1
1T 1

TT 1
1

T T 1
1 1

T 1 T T 1
1 1 1

T T 1
1 1

T 1
1

T
1

T 1
1

1 1

1

0 1

0

0

0

0

0

0

0

n n

nnn

n n

n n n nn

n n

n nn

n

nn n

a

a

a

a

 


 
   

 
 

 


 





 

 
  


 








     
          

   
          
   

        
 

   

AC C A
P AP

A

C A C C A

A A A

C A C C A

A

EC A C

A T 1
10 nn na  


 
  A

 

由于 ，因此
T 1

1 0nn na  
 A A 的正惯性指数为 ，故n A 正定。 

 

定理 7.13  n 元实二次型   Tf X X AX 为负定的充要条件是下列条件之一： 

1、
TX AX 的负惯性指数为 ； n

2、存在可逆矩阵 P ，使 
T  P AP E ； 

3、 A 的奇数阶顺序主子式都小于零， A的偶数阶顺序主子式都大于零； 

 

利用定理 7.12 确定二次型中参数的取值范围，使得该二次型正定(负定)。 

 

例 7.6   求 t 的取值范围，使得下面二次型为正定二次型 

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 5 2 2 4f x x x x x x tx x x x x x       

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
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解 该二次型的矩阵为 

1 1

1 2

1 2 5

t

t

 
   
  

A  

由定理 6.12，该二次型正定⇔各个顺序主子式都必须大于 0。 

1 1 1 0  A  

2
2

1
1 0

1

t
t

t
   A   1 1t   

2
3

2 2 2

1 1 1 0

1 2 1 2

1 2 5 1 2 5 1

4(1 ) (2 ) 5 4 0

t

t t t

t

t t t t


  
  

       

A

0

t


   

4
0

5
t     

求解上述三个不等式得：
4

0
5

t    

 

例 7.7  已知实对称矩阵 n nA 满足 0A ，证明存在非零向量 ，使二次型0
nX 

  Tf X X AX 满足 。  0 0f X

证明：这种题型一般都通过化为标准形来讨论。 

由于 

1

0
n

i
i

 A     i 为 A 的特征值 

因此 A 至少有一个负特征值，不妨设 1 0  ，由于存在正交矩阵 ，使得 C

  2 2
1 2 1 1 2 2, , ,   n n

2
nf x x x y y y      X CY  

令   T1 1,0, ,0  Y e  

0 X CY  

则 

 0 0 1 0       f  X X CY  

由于 可逆，故 。命题证毕。 ,0Y C 0 0 X CY
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习题 7.4 

1. 设 A 为n 阶实对称矩阵，且满足
3 2 3  A A A E ，证明 A 是正定矩阵。 

2. 设    2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 2 1 2 2f x x x x x k x kx x x x      ，若二次型 f 正定，求 k 的

取值范围． 

3. 求矩阵

1 0 1

0 2 0

1 0 1

 
   
  

A ，矩阵 2 A ，其中 k 为实数，求对角矩阵 ，使

得

kB E

B 与 相似，并求 k 为何止时， B 为正定矩阵。 

4. 设 5 阶实对称矩阵 A 满足
2 5 6  A A E O ，  2 2r  A E 。 

（1）求 A E ；（2）判断 A 是否为正定矩阵？证明你的结论。 

5. 设有 n 元实二次型 

n        2 2 2

1 2 1 1 2 2 2 3 1 1 1, , , n n n

2

n nf x x

i

x x a x x a x x a x x a x          

 1, 2, ,a i n 

 

其中 为实数。试问当  1, 2, ,ia i n 

 1 2, , , n

满足何种条件时，二次型

f x x x 为正定二次型。 

6. 设
T 

 
 
 

A B
M

B D
是 n 阶正定矩阵，其中 A 是  r r n 阶方阵，证明：

T 1, , A D D B A B 都是正定矩阵。 

7. 实对称矩阵 A 正定的充要条件是：有实的上三角矩阵 B ，且 B 的主对角元全大于

零，使得
TA B B。 

8. n 阶实对称矩阵 A 正定的充要条件是：有 m n 的列满秩实矩阵 B ，使得

TA B B。 

9. 分别证明下列各题 

（1）设 A 为 n 阶实对称矩阵，证明：A 正定的充要条件是存在可逆矩阵 B ，使得

2A B ； 

（2）设 A 为 n 阶实对称矩阵，证明：A 正定的充要条件是存在可逆矩阵 B ，使得

TA B B。 

（3） n 阶实对称矩阵 A 正定的充要条件是：有 m n 的列满秩实矩阵 B ，使得

TA B B。 

10. 已 知 n 阶 方 阵 A 正 定 ，  T1 2, , , nx x x X ， 证 明 ： 二 次 型
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 1 2 T
, , , det

0nf x x x
 

 
 

 
A X

X
负定。 

11. 设 A 为m 阶实对称矩阵且正定， B 为m n 实矩阵，试证
TB AB 为正定矩阵的充

要条件是  r nB 。 

12. 对于任一实可逆矩阵 A ，存在一个正交矩阵T 与两个正定矩阵 1 2,S S ，使得

1 2 A TS S T ，并且这种分解是唯一的。 

13. 设 n 阶方阵 A 可逆，则 A 可表示为 A PB ，其中 P 为正交矩阵， B 是可逆对称

矩阵。 

14. 对于任一 n 阶实可逆矩阵 A ，都存在正交矩阵 1 2,T T ，使得 

   1 1 2, , ,   n 2A T diag T

2 2 2
1 2, , , n

 

并且   是
TA A 的特征值。 

15. 设 A 是n 阶实对称矩阵，B 是 n 阶正定矩阵。证明：存在可逆矩阵C ，使得

与
TC BC 都为对角矩阵。 

TC AC
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第八章 线性空间与线性变换 

§8.1  线性空间的概念与例子 

高级数学研究的一个主要内容是映射。就一般的概念而言，映射有三个要素：定义域、

值域、映射法则。对于一般的映射，其定义域可以是任意定义的。但是，如果映射的定义域

具有良好的性质，那么该映射也就更容易具有好的性质，即使映射法则相同，如果定义域不

同，则映射也具有不同的性质，例如，连续函数在闭区间上有界，但连续函数在开区间上就

没有这个结论。这一章将要介绍的线性空间是映射的最典型的定义域。 

对于向量，我们可以定义其线性运算：向量加法、数乘。实际上，我们可以在许多不同

的集合上定义“类似”的结构。在此首先我们将给出线性空间的定义，然后给出它的一些基

本性质。 

 

定义 8.1  线性空间 

 设V 是一个非空集合，为一个数域（实数域或复数域，可认为 就是实数域）．在

中定义了两种运算， 


V

（１） 加法： , V  ,存在唯一的元素 V    与它们之对应， 称为 与  的和，记

作    ； 

（２） 数乘： ,V k  ，存在唯一的元素 V  与之对应，称为 k 与 的数乘，记

作 k  ； 

如果这两个运算满足如下性质：（其中 , , ; ,V k l    ） 

（１） 加法交换律：       ； 

（２） 加法结合律：              ； 

（３） V 中存在零元素：存在 0 V  ，使得 V  ， 0    成立。我们称 0 为V 的

零元素；简记作 ； 

（４） 负元素存在： V  ，存在 V  ，使得    ，称  为 的负元素，记做

   ； 

（５） 数域中存在单位元：存在数 1k ，使得 V  ，有 1k  ； 

（６） 数乘结合律：    k l kl  ； 
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（７） 分配律：  k l k l     ； 

（８） 分配律：  k k k      ； 

则称V 为 上的线性空间，简称V 为线性空间。线性空间中的元素称为向量。线性空间中

任意两个向量的和属于该线性空间，该性质称为线性空间对（向量）加法运算封闭；任意数

与线性空间中向量的数乘也属于该线性空间，该性质称为线性空间对数乘运算封闭。 



 

注意：线性空间中的两个运算我们一般叫做加法与数乘。但是对于不同的线性空间，其运算

有各自的意义，一定要注意向量空间中的加法、数乘的具体定义。 

 

例 8.1  线性空间  
n

 考虑由所有 维列向量所构成的集合 n

  T

1 2 1 2 , , , , , ,  n
n nx x x x x x  

对于向量   T T

1 2 1 2 , , , , , , ,  n
n nx x x y y y ，定义其加法为 

     T T

1 2 1 2 1 1 2 2   , , , , , , , , ,  n n

T
n nx x x y y y x y x y x y  

定义数 与k  T1 2 , , , n
nx x x 的数乘为 

   T T

1 2 1 2, , , , , , n nk x x x kx kx kx  

容易验证此时 在这两种运算下为一个线性空间。该线性空间的零元素为零向量
n

 T0,0, ,0 ，而元素 T1 2, , , nx x x 的负元素为 T1 2, , , nx x x   。 

 

例 8.2  中的集合 
n

  T

1 2 1 2, , , 0     n
n nx x x x x x  

在通常的向量加法、数乘运算下是一个线性空间。 

 

例 8.3 多项式所构成的线性空间 

 由所有次数不超过 的多项式构成的集合 n

 1
1 1 0 1 1 0[ ] , , , ,n n

n n n n nx a x a x a x a a a a a
      P     

[ ]n xP 中的定义加法为 

   
       

1 1
1 1 0 1 1

1
1 1 1 1 0 0

n n n n
n n n n

n n
n n n n

a x a x a x a b x b x b x b

a b x a b x a b x a b

 
 


 

        

        

 


0
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[ ]n xP 中的数乘为 

 
      

1
1 1 0

1
1 1

n n
n n

n n
n n

k a x a x a x a

ka x ka x ka x ka







   

    



 0

 

显然， [ ]n xP 对这两种运算封闭。容易验证 [ ]n xP 中的这两种运算满足线性空间定义中所要

求的 8 条性质，因此 为一个线性空间。其零元素为零多项式[ ]Pn x 10 0 0 0   n nx x x

1 1 0a x a

，

而 的负元素为
1

1
n na x x x a   1 a 0n na 

1n n
n na x 

a x     。 

 

例 8.4     定义于 上的实函数集 
 :V f f    

在运算 

      f g x f x g x   ，      kf x kf x  

下是一个线性空间。该线性空间的零元素为零函数   0x  ；而 f 的负元素为 f ， f 定

义为     f x f   x 。 

 

例 8.5 在 ,a b 上 次连续可微的函数所组成的集合 k

  : ,kf f f C  且 a b  

在 

      f g x f x g x   ，      kf x kf x  

下是一个线性空间。 

 

例 8.6 数域 上的所有 矩阵所构成的集合  m n

 1 2 1 2A


       , , , , ; , , ,  m n

ij ijm n
a a i m j n  

在矩阵加法、数乘运算下是线性空间。 

 

下面这个例子就与我们通常的认识有所不同。 

例 8.7 正实数的全体，记作 ，在其中定义加法及乘数运算为 


 , , , ,ka b ab k a a k a b        

 在上述两种运算下构成一个线性空间。 
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证明： ,a b a b ab        ， 

, kk a k a a         ， 

所以 对上述定义的加法与数乘运算封闭。下面逐一验证八条线性运算规律 


（１） a ； b ab ba b a    

（２） ( ； ) ( ) ( ) ( ) ( )a b c ab c ab c a bc a b c        

（３） 数 1 是
 中的零元素： a   ，有 a1 1a a    ； 

（４）    ，其负元素为
1a  ，s.t. 

1 1 1a a a a     ; 

（５） 
11 ，因此 1 是上的单位元； a a a 

（６）      kl l klk l a k a a a kl a       ; 

（７）      k l k k k lk l a a a a a a k a l a         ; 

（８）      ( ) ( )
k k k k kk a b k ab ab a b a b k a k b            

我们将这个线性空间记作 。 


 

定义 8.2  向量组，线性组合 

  设 V 为一线性空间，线性空间中若干个向量组成的集合称为向量组；设

1 2, , r V,    为一个向量组， V  ，若存在 1 2, , , rk k k  ，使得 

1 1 2 2 r rk k k        

则称  为 1 2, , , r    的（一个）线性组合，或称  可由向量组 1 2, , , r    线性表示，

为1 2, ,, rkk k  在该向量组下的组合系数。 

  借用矩阵乘法的定义， 1 1 2 2 r rk k k       “形式”上可表示成 

 
1

2
1 1 2 2 1 2r r r

r

k

k
k k k

k

      

 
 
     
 
 
 

 


 

即把该线性组合写成矩阵乘法的形式。但应该注意的是：由于 1 2, , , r    不再是 中的

向量，因此

n

1 2 r    本质上不再是矩阵，而仅仅是一个记号。 
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例 8.8 设V 为一线性空间，而 1 2, , , r V    ，则集合 

     1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , , , ,r r r rL span c c c c c c                 r   

为一个线性空间，称为由 1 2, , , r    生成的线性空间。这个空间由向量组 1 2, , , r   的

所有线性组合构成。 

 

例8.9 设 S 是线性空间V 的子集，那么 

   1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , ,r r r rS k k k k k k S r                 

是一个线性空间，称为由 S 所生成的线性空间。S 由这样的向量 构成： 可表示为 S 中

某个向量组的线性组合。 

 

线性空间的基本性质 

（１） 零元素是唯一的； 

（２） 负元素是唯一的； 

（３） 满足消去律：如果      ，则  ； 

（４）  0 1; ; k         ； 

（５） 如果 k  ，则 0k  或  ； 

（６） 1 为数域中的单位元，即1  ； 

证明（1）设线性空间V 中有两个零元素，分别为 1 2,  ，那么根据零元素的定义， V  ，

+ =   成立。因此在 1 2  中，由于 1 为零元素，因此 1 2 2    ；同样由于 2 为零

元素，因此 1 2 1   ，故 1 1 2 2      ，故 1 2  。故零元素唯一。 

（2）设 V  ， 1 2, V   为 的两个负元素，那么根据定义 

   1 2        

因此 

     1 2 1 2 21 1 21 2                =          

V

 

故命题成立。 

由于元素的负元素唯一，我们将  的负元素记为  ； 

（3）由于      ，在上式两边同时加上 的负元素  ，得到 

                  
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因此                  ，即 

         

根据零元素的定义即得 

   

 0 0k k k k

 

（4）          = ，故0  。 

          1 ;0 1 1       = =

1

1 1          

依据消去律得：     

 k k k k

。 

由  k        =

k

  

依据消去律得  

0k  k

。 

 （5）如果 ，那么在 两边同时乘以
1k 
，得到 

   1 1k k k    

 1 1k k

 

得到 

        

 1k V

 

 (6)由于 中存在单位元 ，使得 ，有 1k  ；因此 

      1 11 1k k 1k 1         

但请注意：单位元未必是唯一的。对于线性空间  V  ，数域 中的任意一个数都是单位

元；但若



 V  V，则在 中至少存在非零元 。因此，若 为单位元， 

   

1k

1 1k   

 1 1k

 

       

由于  1 1k ，根据(5)的结论可知 0  ，即 1 1k  。因此，若线性空间  V  ，则数

域 中的单位元是唯一的，这个数一定是 1。 
 

定义 8.3  子空间 

 设V 为一线性空间，W 且WV  ，若W 的所有元素关于V 中的加法与数乘运算

也构成一个线性空间，则称W 为V 的子空间。 

 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
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例 8.10  任何线性空间V 都有两个子空间：V 与  。 

 

例 8.11    T

1 2 1 2, , , 0     n
n n

nx x x x x x 为 的子空间。 

 

例 8.12 当 时， 为 的子空间。 m n [ ]nP x [ ]mP x

 

例 8.13  线性空间 不是线性空间 的子空间。 
 

虽然 是 的子集，但是这两个空间中加法、数乘的定义不相同。 
 

 

定理 8.1  为线性空间V 的非空子集，在V 的加法、数乘运算下，如下命题是等价的 W
（１） W 为V 的子空间； 

（２） W 对加法、数乘运算封闭： 

a) 若 , W   ， W   ； 

b) 若 ,W k  ，则 k W  ； 

（３） W 对其中任意两个向量的线性运算是封闭的： 1 2 1 2, , ,W k k    ，有

2 2 W1 1k k  ；  

（４） W 对其中任意向量组的线性运算是封闭的： 1 2 1 2, , , , , , ,r rW k k k      ，

有 W1 1 2 2 r rk k k      ； 

证明：根据线性空间的定义， 是显然的。我们现证明 ，我们只需要证明

满足线性空间定义中的八条性质。这里以加法结合律为例。设

1 2( ) ( ) 2 1( ) ( )

, ,W W    ，由于W ，

所以

V

, , V    ，且由于V 是一个线性空间，所以在V 中有 

              

由于W 对V 中的向量加法、数乘封闭，所以 

    W            

这说明W 对V 中的向量加法满足结合律。其它的性质可类似地证明：首先在V 中该性质成

立，然后由W 对向量加法、数乘封闭，所以该性质在W 中成立。在此省略。 

2( ) ( ) 3 ：由于 1 2 1 2, , ,W k k    ，由于W 对数乘封闭，所以 1 1 2 2,k k W   ，再利
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用W 对向量加法封闭，所以 1 1 2 2k k W  

1r

； 

3( ) 4( )：利用归纳法。显然，当  时命题成立，假设当 1r m 

1 W

时命题成立，下证

时命题也成立。由归纳假设，

r m

1 1 2 2k k 1m mk       ，由于 m V  ，因此 

 1 11 m m m mk k    1 1 2 2k k    V

2

 

所以命题在 时也成立。 r m

4( ) ( )：这是显然的。 

 

 线性空间中任意集合所生成的线性空间都是该空间的子空间。 

 

例 8.14  在线性空间 中，判断集合 
n n

（1）  T
1

n n  W A A A ； 

（2）  2
n n B B

2

0

1W

W  

是否为子空间。 

解：根据以上定理容易验证： 为子空间，而 不为子空间。 2W

 

定理 8.2  设 是线性空间V 的子空间，则有 1,W W

（１）  1 2     1 2且W WW W 是V 的子空间，称为 1W 与 2W 的交空间； 

（２）  1 2 1 2 1 1W   ， ， 2 2W W W  是V 的子空间，称为 1W 与 2W 的和

空间； 

   

2

证明：利用定理 8.1 证明即可。 

（1）设 1,  W W  ，故 1, W  W，由于 是线性空间V 的子空间，因此1 1 W  ；

类似地， 2 W  。因此， 1 2W  W  。 

设 1, W k F ，则由 是线性空间V 的子空间，因此1W 1k W ；类似地， 2k W 。因

此， 1 k W 2W 。故W 为V 的子空间。 1 2W

（2）证明方法与步骤类似于（1），故省略。 

 

例 8.15  设 
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   
  

T T

1 2

T T

1 2

1 2 1 0 1 1 1 1

2 1 0 1 1 1 3 7

 

 

  

   

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,
 

   1 1 2 2 1, ,           , W span W span 2     

求 。 1 2 1, W W W W2

2解：设 1 W W ，因此存在 1 2 3 4, , , k k k k ，使得 

1 1 2 2 3 1 4 2   k k k k      

所以 

1 1 2 2 3 1 4 2    0k k k k     

所以 

1 1 2 1

2 1 1 1

1 1 0 3

0 1 1 7

 
   
 
 
 

1 0 0 1

0 1 0 4

0 0 1 3

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

~  

所以 

1 4

2 4

3 4

4 4

4

3

k k

k k

k k

k k


  
  
 

 

所以 

 
 

4 1 4 2 4 1 2

T

4

4 4

5, 2, 3, 4

k k k

k

       

   
 

显然，  1 2 1 2 1 2, , ,W W span      ，所以 1 2 1 2, , ,    的一个极大无关组就是

的一组基，根据前面的计算结果知 

1 2＋W W

 1 2 1 2 1, ,W W span   ＋  

 

习题 8.1 

1. 判断下列命题是否成立。 

a) n 阶对称矩阵关于矩阵的加法、数乘运算构成线性空间； 

b)  , 0n nW   A A A 是
n n 的子空间。 

c)   T
, , , ,V a bi c di a b c d    为

2 的子空间。 
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d)   0n n tr A A 是
n n 的子空间。 

e) 设 ,
2 2

S
   
 

 
，定义 S 上的加法、数乘 如下： 

 
  

x y arctg tgx tgy

k x arctg k tgx

  


 

问： S 在上述两种运算下是否为线性空间。 

2. V 是定义在实数域上的函数构成的线性空间，令 

        
        

1

2

,

,

W f x f x V f x f x

W f x f x V f x f x

   

    
 

证明： 1 2,W W 都是V 的子空间 

3. 设 1 2, , 都是向量空间 V 的子空间，其中 1 2W W 且 ，

2W 。证明： 1 2W W

W W W

1W W W 

1 2W W W W 

 。 

 

§8.2  线性空间的基与维数 

 在线性空间中，可类似于向量空间 的情形，可定义线性相关、线性无关、极大线性

无关组、向量组等价、向量组的秩等概念，并且有类似的结论。这里不再赘述，而只是引用

这些概念与结果。 

n

 

定义 8.4  基、维数 

设V 是线性空间，若向量组 1 2, , , d V    满足 

（1） 1 2, , , d    线性无关； 

（2）V 中的任一向量都可由 1 2, , , d    线性表示； 

则称 1 2, , , d  

d

 为线性空间V 的一组基， 为线性空间V 的维数，记为dim ，并

称V 为 维线性空间，V 称为有限维线性空间，我们在本课程中只考虑有限维线性空间。

零空间

d V d

 的维数规定为 0。 

 

定理 8.3  维线性空间V 中任意 d 个线性无关的向量都是 d 的基。 d
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证明：证明过程与 中的情形类似，请参见第三章。 
n

 

例 8.16  设 1 2, , , m   为一向量组，则 1 2, , , m    的极大无关组为线性空间

 1 2, , , mspan    的一组基，且  1 2, , , mdimV r     。 

证明：设  1 2, , , mr r    ，且 1 2, , , r   为 1 2, , , m   的极大无关组，则

1 2, , , r    线性无关；且  1 2, , ,V L m      ，  可由 1 2, , , m   线性表示，

由于 1 2, , , m   1 2, , ,与 r    等价，故由线性表示的传递性可知， 可由 1 2, , , r  

线性表示。根据定义可知结论成立。 

 

例 8.17 对于矩阵 m nA ，求零空间  N A 与列空间  R A 的基与维数。 

解：    dim N n r A A ，而齐次线性方程组 0AX 的基础解系为  N A 的一组基；

 R A 的维数等于 的列向量组的秩，因此A    dim rR A A ，且 A 的列向量组的极大无

关组为  R A 的一组基。 

 

例 8.18  求矩阵空间 的基与维数。 
m n

解： 考虑矩阵序列 ，其元素为 , 1, , ; 1, ,kl k m l  A n

 
1 ,

0
A  

 
  



        

    kl ki ljij

i k j l

其它
 

因此，对于 ，则若令 , 1, , ; 1, ,klc k m l n  

 
1 1

0
m n

kl kl kl
k l

c c
 

  B A  

则得到 ，因此 0 1, , ; 1, ,   klc k m l n n, 1, , ; 1, ,kl k m l  A 线性无关。 

而
m n

ijb     B = ，则有 ，因此
1 1

m n

kl kl
k l

b
 

B A B 可由 , 1, , ; 1, ,kl k m l n  A

1, ,l n

线性

表示。根据定义，dim ，
m n m n  kl , 1, ;,k m   m nA 为

 的一组基。 
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定义 8.5  坐标 

若  1 2, , , dB     为 维线性空间V 的一组基，则d V  ，存在唯一的一组数

1 2, , , dx x x ，使得 

 
1

2
1 1 2 2 1 2d d d

d

x

x
x x x

x

      

 
 
     
 
 
 

 


 

则称 T1 2, , , nx x x 为 在基  1 2, , , dB     下的坐标。 

 

基变换与坐标变换 

线性空间中，基是不唯一的，在实际应用中，我们可根据需要用某个指标来衡量各组基

的优劣，从而选择最适合需要的基。因此，这就可能涉及到基变换的问题。 

设 1 2, , , d   、 1 2, , , d   是 维线性空间 的两组基，因此它们等价，所

以存在方阵C ，使得 

d dV

   1 2 1 2d d      d d  C  

 

定义 8.6  过渡矩阵 

设 1 2, , , d   、 1 2, , , d   是 维线性空间 的两组基，必有方阵矩阵 ，

使得 

d dV d dC

   1 2 1 2d d      d d  C  

称 为从基d dC 1 2, , , d   到 1 2, , , d   的过渡矩阵（基变换矩阵）。 

 

定理 8.4  过渡矩阵是可逆的。 

证明：证明方法参见第三章。 

 

定理 8.5  设线性空间 一组基dV  1 2, , , d   到另一组基 1 2, , , d   的过渡矩

阵为C ，而向量 V  在这两组基下的坐标分别为 X 、Y ，则有 

X CY  

证明：参见第三章。 

 

实内积空间 

定义 8.7   设V 是实数域 上的线性空间，如果存在一个映射 f ， 
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:f V V   

我们将该映射记作 

   , ,f     ，   , V    

它满足： 

(1) 对称性：    , ,    ； 

(2) 线性性：      1 2 1 2, , ,         ， 

      , ,k k    ，   k； 

(3) 非负性：   0,   ，且   0,      ， 

则称  ,  为线性空间 中的内积，并称V 为实内积空间或欧氏空间，记做V  ; ,V    。 

 

例8.19 设 A 为n 阶正定矩阵，则 

  T, , , n           A  

为 上的内积。 
n

 

例 8.20  在连续函数空间  ,C a b 中，定义如下内积 

        ,
b

a
f x g x f x g x dx  ，        , ,f x g x C a b  

则  ,C a b 为欧式空间。 

  

 对于一般内积空间中的内积，它也有柯西不等式与三角不等式，其证明过程与 中的

证明完全相同。 

n

 

 有了内积的概念，欧氏空间 中的相关概念都可以推广到一般的内积空间中，如向量

的长度、单位向量、正交、正交向量组、标准正交向量组、正交基、标准正交基。而 中

的 Schmidt 方法也可原封不动地照搬到一般的欧式空间中。 

n

n

 

习题 8.2 

1. 在四维线性空间
2 2 中，证明： 
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    

是
2 2 的一组基，并求矩阵 在这组基下的坐标。 

1 1 1 1 1 1 1 1
, , ,

1 1 1 1 1 1 1 1

       
               

1 2

3 4

 
 
 





2. 设  2 2 , T W A A A A ， 

（1）证明W 是
2 2 的子空间； 

（2）给出W 的一组基，并求出W 的维数。 

3. 线性空间R2×2中， 

（ 1 ） 求 由 基  到 基

过渡矩阵； 

（2）求 在

1

1 0

0 0

 
 
 

E E

3

0

3





F

3 4,

2 3 4

0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 0 1

     
       

     
E E

4

0 2 0 0 0
, , ,

1 2 1 0 4

    
     

    
F

2, ,

1 2

1 1

2 1

 
  
 

F F








31

11
1F F F F 下的坐标向量。 

4. 在
3 中，线性变换T 关于基      T T

1 2 31,1,1, , 1,0, 1 , 0,1,1       T
的矩阵为

，（1）求T 关于标准基 1 2 3, ,e e e 的矩阵；（2）设 36

1 0 1

1 1 0

1 2 1

 
 
 
  

A = 1 2     ，

求  T  关于基 1 2 3, ,   的坐标。 

5. 在线性空间
2 2 中， 1 2

1 2

1 0 1 2

1 1 2 1 1 1
, , ,

1 1 0 1 3 7

      
       

    
B B

 
 
 

A A

4




， 

a) 求 ,  1 2 3,L LA A B B

4

的维数与一组基； 

b) 求 ,  1 2 3,L LA A B B 的维数与一组基。 

6. 设         4x f x P , 2x f 0W f  ，（1）证明W 是  4 xP 的子空间；（2）求W 的

维数与一组基。 

7. 设 M 是复数域上取定的方阵，令    TS M N MN + N M = O ，（1）证明：

是复数域上的向量空间；（2）证明：如果
n

 S M

n

 
  

O E
M =

E O
是 2n 阶方阵，则
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  2dim 2S n M n。 

8. 设W 是
n 的一个非零子空间，若对于W 的每一个向量  T 来说，或者

，或者每一个 ia 都不为零，证明：dim 1W

1 2, , , na a a

1 2 0na a a     。 

 

§8.3  线性变换 

定义 8.8  线性空间上的变换与线性变换 

设V 是一线性空间，若有映射 ，使得对V 中的每一个向量T  ，都有确定的

与之对应，则称T 为V 上的一个变换，

 T V 

 T  称为 在变换T 下的像， 称为  T  的原

像。又若 满足： T

(1) , V  ，       T T T      ； 

(2) ,V k  ，    T k kT  ， 

则称 为V 上的一个线性变换。 T
 

定理 8.6  设T 是线性空间V 上的一个变换，则T 为线性变换的充要条件是 

     1 2 1 2T k k k T k T       

对任意的 1 2 , , ,k k V  成立。 

证明 这是显然的，证明略。 

 

例 8.21 线性空间V 中，定义变换 

 ,     V T       

其中为给定的数，证明T 是线性变换。 

证明：任取 1 2, ,k k , V   ，则 

   

   
   

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

T k k k k

k k k k

k k

k T k T

   

  

 

 

  

   

 

 



  

 


 

因此 是线性变换。 T

 T若取 1     ，其中  为给定向量。则 
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   1 1 2 1 2 1 2T k k k k k k                

而 

       
 

1 2 1 2

1 2 1 2

k T k T k k

k k k k

    

  

    

   


 

由于  ，所以当 时， 1 2 1k k 

     1 1 2 1 1 2 1T k k k T k T      ， 

因此 不是线性变换。 1T

 

例 8.22  求导运算
d

dx
是线性空间 [ ]n xP 上的线性变换。 

证明：显然
d

dx
是 [ ]n xP 上的变换。    1 2  , , , P [ nk k f x g x x]，根据求导法则可知 

        
1 2 1 2

df x dg xd
k f x k g x k k

dx dx dx
    

成立。因此
d

dx
是线性变换。 

 

例 8.23  线性空间 中，定义变换Tn A如下 

 ,     n T  X X AX ， 

其中 为给定矩阵。证明ij n n
a


   A TA是 上的线性变换。 

n

证明：因为 ，因此T ,     n T   X X AX n A是 上的变换。 
n

根据矩阵乘法的运算规律，容易验证： 

 ，  1 2 1 2, , , nk k   X X      1 1 2 2 1 1 2 2A AT k k k T k T  A X X X X  

因此它是线性变换。 

 

例 8.24 的变换  
2:T x x  

不是线性变换。 

证明：取 ，则 ，而,k x    2 2 2T kx kx k x    2kT x kx ，因此当 时，这

两者不相等，因此该映射不是线性变换。 

1,k x  0
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例8.25  考虑 8.7 所定义的线性空间
 ，定义变换： 

:T    ：   2,   x T x x    

证明：T 是一个线性变换。 

 任取 ，则 ,a b 

               2 2 2T a b T ab ab a b T a T b T a T b         

对于a ， ，则 
 k

           2 2 2 2kk k kT k a T a a a a k a k T a         

因此 是一个线性变换。 T

实际上，根据 中数乘的定义可知
   2 2T x x x   ，实际上这是一个 中的数乘

运算，而根据例 8.17 可知，线性空间中的数乘运算总是线性变换。 



 

定理 8.7   设T 是线性空间V 上的线性变换，则T 具有如下性质： 

（1）  T   ； 

（2）    T T    ； 

（3）  
1 1

r r

i i i i
i i

T k k T 
 

   
 
   

（4）若 1 2, , , r    线性相关，则      1 2, , , rT T T    线性相关。 

证明：略。 

 

定理 8.7  设T 是线性空间V 上的线性变换，则 

(1)       Im ,   . .  V T V V s t T        是V 的子空间，称为T 的像空间；像

空间的维数称为线性变换T 的秩。 

(2)       Ker T N T V T      是V 的子空间，称为T 的零空间（核）。零空间

的维数称为线性变换T 的零度（nullity）。 

证明：（1）显然 ，故 T V   T V  ，任取  1 2, T V   ，则存在 1 2, V   ，使得 

  1, 2 ,           i iT i   

由于T 是线性空间V 上的线性变换，因此 1 2,k k ，有 
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   
 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

k k k T k T

T k k

  

 

  

 



V

 

由于 1 1 2 2k k   ，故    1 1 2 2T k k T V   。因此  T V 为V 的子空间。 

（2）显然 ，故 N T   N T  。任取  1 2, N V   ，故 

  1, 2 ,           i iT i   

1 2,k k ，有      1 1 2 2 1 1 2 2 1 2T k k k T k T k k           ，故得 

 1 1 2 2k k N T   。 

因此 为V 的子空间。  N T

 

例 8.26 求例 8.21 中所给线性变换 的像空间AT  n
AT  与零空间  AN T 。 

解：设矩阵 A 的列向量组为 1 2, , , nA A A ，  T1 2, , , nx x x X ，则 

 
1

n

A i
i

ix


 T X AX A  

故      1 2, , ,n
A span R  n T A A A A 为 A 的列空间。 

而         n nN T T N        A AX X X AX A 。 

 

习题 8.3 

1. 在
3 空间中定义了下面四个变换，哪个不是线性变换(   ) 

①  平移变换                

②  将任意向量向 OXY 平面做垂直投影 

③  以原点为中心的旋转变换 

④  将任意向量做关于 X 轴的对称变换 

2. 设V 是 n 维线性空间，W 是V 的子空间，证明：存在V 上的线性变换 ,T S ，使得

。  T V ,W KerS W 

§8.4  线性变换的矩阵表示 

 是 维线性空间V 上的线性变换，因而T 是一种映射。而我们知道，要刻画一个映

射，需要给出它的定义域、值域、对应法则。对于线性空间V 上的线性变换T ，其定义域、

T n
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值域都是V ，所以只需要给出它的对应法则即可。一般而言，要给出 所确定的对应法则，

我们需要给出任意

T

V  的像  T  。但对于有限维线性空间上的线性变换，我们可以用更

简单的方法给出线性变换所确定的对应法则。 

设T 是 维线性空间V 上的线性变换，n 1 2, , , n   为V 的一组基， V  设 在

基 1 2, , , n    下的坐标为  T, n1 2, ,x x  xX ，即 

 

1 1 2 2

1

2
1 2

n n

n

n

x x x

x

x

x

   

  

   

 
 
 
 
 
 






 

则 

   
   

   

1 1 2 2

2 2

1

2
1 2

n n

n n

n

n

x x x

x T x T 

 

1 1

T T

x T

x

x
T T T

x

   

  

  

   

  

 
 
      
 
 








 

因此，只要知道了  iT i 1 2, , ,, n ，就可知道  T  。由于  iT V  ，故它可表示为

的基V 1 2, , , n    的线性组合，因此向量组      , nT1 2, ,T T   可由 1 2, , , n  

线性表示，因而存在矩阵 ij n n
a


  

 

A ，使得 

     1 2  1 2T T T       n n A  

根据上述定义可知  Ti i nia a a1 2, , ,i A 为  iT  在基 1 2, , , n    下的坐标。 

记        1 2T T 1 2n nTT       



，就有 

  1 2  1 2n n    T A  

因此 
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   
     

     

   

1 1 2 2

1 1 2 2

1

2
1 2

1

2
1 2 1 2

n n

n n

n

n

n n

n

T T x x x

x T x T x T

x

x
T T T

x

x

x

x

   

  

  

     

   

   

 
 
      
 
 

 
 
  
 
 
 








 


A AX

 

即  T  在基 1 2, , , n    下的坐标为 AX 。 

 

定义 8.9  设T 是 n 维线性空间V 上的线性变换， 1 2, , , n   为V 的一组基，则有矩

阵 A ，使得 

    1 2 1 2 A nT      n  (8.1) 

称 A 为线性变换在基 1 2, , , n   下的矩阵。 

                  

 对于给定的线性变换 ，其在一组基T  1 2, , , n   下的矩阵是唯一的；反过来，对

于给定的一组基 1 2, , , n   及线性变换 在这组基下的矩阵T A ，就唯一地决定了这个

线性变换。即 

 1 2, , , n

n nT   
 A  

根据以上推导可知，若线性变换 T 在基  1 2, , , n   下的矩阵为 A ，  在基

 1 2, , , n   下的坐标为 X ，则  T  在基 1 2, , , n   下的坐标为 AX 。因此有下

图成立 

 T T   

X AXT
 

下面讨论如何求线性变换在一组基下的矩阵。再一次强调：设 A 为线性变换T 在基

 1 2, , , n   下的矩阵，则 A 的第 个列向量i iA 为  iT  在基 1 2, , , n    下的坐标向

量，这就给出了求线性变换在一组基下的矩阵的方法——求出  iT  ，并将  i T  用
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1 2, , , n    线性表示，求得  iT  在 1 2, , , n    下的坐标作为 A 的第 列。 i

 

情形 1、如果已经给出线性变换，则只需要求基向量在该变换下的象，再求出该像在这组基

下的坐标。 

 

例8.26 
3 的线性变换T 由 

 , ,T x y  ,x y y  T T
,z z z x   

给出。求 在标准基T 1 2, ,e e 3e

 T T
1,0, 1

下的矩阵。 

解：      
1

1,0,0 0

1

T T 1 1 2 3

 
      
  

e e

2 1

e

2 3

e  

 T T    
1

0,1,0 1

0

 T T
1,1,0

 
     
  

e e

3 1

e e

2

 

 T T    
0

0,0,1 1

1

 T T
0, 1,1 3

 
      
  

e e e e  

所以，线性变换T 在标准基 1 2, ,e e e3 下的矩阵为 

1 1 0

0 1 1

1 0 1

 
  
  

 

 

例 8.27  设四维线性空间  3 xP 上的线性变换T 定义如下： 

          3 ,
df x

f x x P T f x     f x
dx

    

求T 在基 2 3,1, ,x x x 下的矩阵。 

解： 

    2 3

1

01
1 1 1

0

0

d
x

dx
0 1 1T x x

 
 
         
 
 
 



第八章   线性空间与线性变换                           - 331 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

   2 3

1

1
1 1

0

0

 
dx

T x x x x x x
dx

 
           
 
 

  
2

2 2 2 2 3

0

2
2 1

1

0

 
dx

T x x x x x x x
dx

 
 
          
 
 

  
3

3 3 2 3 2 3

0

0
3 1

3

1

 
dx

T x x x x x x x
dx

 
 
          
  

 

故该线性变换T 在所给基下的矩阵为 

1 1 0 0

0 1 2 0

0 0 1 3

0 0 0 1

 
  
 
  

 

 

情形 2：给出了 个线性无关的向量在线性变换下的象，求该线性变换在一组基下的矩阵。

这种情况可转化为 中的同类问题。 

n

n

 

例 8.28   设T 是三维线性空间 的线性变换，3V  1 2 3, ,   是 的基，线性变换由下列方

程给出，其中括号内向量是关于基

3V

 1 2 3, ,   的坐标向量， 

    

    

    

    

T T

T T

T T

3, 2,1 0,0, 2

0,1,1 1,1,1

2,0,1 1,0,1

T

T

T







求T 在这组基下的矩阵。 

解：设T 在这组基 1 2 3, ,   下的矩阵为 A ，则根据坐标公式 

0 3

0 2

2 1

   
      
      

A

1 0

1 1

1 1

  

   
      
      

A   

1 2

0 0

1 1

   
      
     

A



 

根据分块矩阵乘法，有 
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0 1 1 3 0 2

0 1 0 2 1 0

2 1 1 1 1 1

  
    
    

A






 

由于

3 0 2

2 1 0 5 0

1 1 1

  ，故 可逆，所以 

3 0 2

2 1 0

1 1 1

 
 

  



1
0 1 1 3 0 2 1 2 7

1
0 1 0 2 1 0 2 1 4

5
2 1 1 1 1 1 1 2 3

      
          
        

A






 

 

习题 8.4 

1. 线性空间 1[ ]nP x 有基 11, 2, , , nx x x  .定义 1[ ]nP x 上的线性变换T :对任意

1

d
[ ], ( )

dn

f
f P x

x T f f .求T 在基 11,  2 , , n,x x x  下的矩阵表示. 

2. 函数集合   2
1 2 3 1 2 3, ,xV a x a x a e a a a    对于函数的线性运算构成3维线性空

间，在V 中取一个基
2 , ,x x xx e xe e 求微分运算

d

dx
在这个基下的矩阵。 

3. 设  2 2 T,W   A A A A ， 

（1）证明W 是
2 2 的子空间； 

（2）给出W 的一组基，并求出W 的维数； 

（3）定义W 上的线性变换T ：



a b a b b

b c b a c

  
T

  
 


       

，求T 在您（2）中给出

的基下的矩阵。 

4. 在次数不大于 3 的实系数多项式的全体添上零多项式对于多项式的加法与多项式的数

乘构成的实数域上的线性空间  3 x 中定义映射 

        3 x ，（其中实数 0a,T f x f x a f   x   ） 

（1）证明：T 是  3 x 上的线性变换；（2）求T 在基
2 31, , ,x x x 下的矩阵。 

5. 在
2 2 中定义线性变换T 如下：取定

2 21 1
,

2 2
 

   
P = A  ，定义  T A AP ，

（1）T 为
2 2 的线性变换；（2）求T 在基 
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     

下的矩阵。 

1 2 3 4

1 0 1 1 1 1 1 1
, , ,

0 0 0 0 1 0 1 1

      
         
      

E E E E




6. 2 阶实对称矩阵的全体  2 2 , TW   A A A A 对于矩阵的线性运算构成 3 维线性

空间。求W 中的线性变换 

  T  

在组基 

     

下的矩阵。 

  

1 0 0

0 0 1

 

 

1 0 1 1

1 1 0 1

   
   
   

A A

1 0 0
, ,

0 0 1

   
   
   

 

§8.5  线性变换在不同基下矩阵的关系 

线性变换可用其在一组基下的矩阵来刻画，如果选择了不同的基，那么该线性变换在不

同基下的矩阵有何关系？ 

设V 为 n 维线性空间， 1 2, , , n   、 1 2, , , n   为V 的两组基，从 1 2, , , n   到

1 2, , , n    的过渡矩阵为 ，即有 C

   1 2 1 2n n       C  

设线性变换T 在基 1 2, , , n   、 1 2, , , n    下的矩阵分别为 ,A B ，现在我们讨论 A 与

的关系。 B

   1 2 1 2n nT        A  

   1 2 1 2n nT        B  

由于 

   1 2 1 2n n       C  

所以 

    
  

 

1 2 1 2

1 2

1 2

      n n

n

n

T T

T

     

  

  







 





C

C

AC

 

而 



第八章   线性空间与线性变换                           - 334 - 

作者：卢世荣  lshrlshr@163.com    欢迎任何意见与建议！ 
 

     1 2 1 2 1 2B C   n nT          Bn  

所以 

   1 2 1 2n n      CB AC  

由于 1 2, , , n    线性无关，所以 

CB AC  

得到 

1A CBC   

或 

1B C AC  

因此一个线性变换在不同基下的矩阵是相似的。 

 

例 8.29 设V 是数域上的一个 3 维线性空间， 上的线性变换T 在基V 1 2 3, ,   下的矩

阵为

1 3

2 1

1 1

A

2

1

2

 
 
 
  




，请计算T 在基   1 2 1 2 3

3 2

3 33

1

2

2 3 1

  
    
   

, , , ,     下的矩阵

B 。 

解 根据题意可知，从基 1 2 3, ,   到 , ,基 1 2 3   的过渡矩阵为C

3 2 1

3 3 2

2 3 1

  
    
   

，根据

前文所得到的结论可知 

1

1

3 2 1 1 3 2 3 2 1

3 3 2 2 1 1 3 3 2

2 3 1 1 1 2 2 3 1

17 42 23
1

11 114 51
8

35 218 99

B C AC





        
              
              

 
   
  




 

 

习题 8.5 

1. 在四维空间
22R 
中，设线性变换T在基{ ,  }下 的矩阵,

00

01








,

00

10








01

00
















10

00
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01  11  11   11
为 ，求T在基{ ,  }下的矩阵. 

























1110

0520

1251

2331

,
00 





3 4

,
00 



 01 



 


 11

2. 已 知 线 性 变 换 T 在 基 1 2  , , , 下 的 矩 阵 为 ij n n
a


   ， 求 T 在 基A =

2 1 3 4 3   , , , 下的矩阵。 
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